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1 Introduzione

<Pero, rimane ancora la sequente specifica questione: “Puo uno, nel caso
di costruzioni e trasformazioni puramente matematiche, trascurare tempora-
neamente il sistema eretto e muoversi assecondando il costrutto linguistico,
guidato dai principi del sillogismo, della contraddizione e del terzo escluso,
rimanendo sempre confidente che ogni parte del suo discorso potra essere giu-
stificata, richiamando la costruzione matematica suggerita dal ragionamen-
to?”s. |'| Con queste parole, ne “L’inaffidabilita dei principi logici” ([Bro08]),
L.E.J. Brouwer avverte la comunita del suo tempo, e non solo, della minaccia
insita nell’approccio formalista alla matematica. Sebbene 'articolo anticipi
di circa dieci anni le idee di uno dei massimi studiosi di linguaggio e di lo-
gica, L. Wittgenstein, in esso non e difficile rintracciare una sfiducia anche
piu radicale di quella del filosofo stesso, almeno nel suo primo periodo. Il
matematico accusa la tradizione precedente di aver esteso le “regolarita del
linguaggio creato ad un linguaggio di parole matematiche che non accom-
pagna [pit] la [vera] matematica” |?; d’altro canto, nello stesso periodo, il
filosofo prende atto che “il linguaggio riveste il pensiero. Lo traveste in modo
tale che dalla forma esteriore dell’abito non si puo inferire la forma del pen-
siero rivestito; perché la forma esteriore dell’abito é formata a ben altri fini
che al fine di far riconoscere la forma del corpo”. |°| Nel corso del Tractatus
logico-philosophicus, tuttavia, sembra non perdersi la fiducia nella formaliz-
zazione sintattica matematica ( “Che la verita d’una proposizione sequa dalla
verita di altre proposizioni, lo si vede dalla struttura delle proposizioni” [*)) e
nella logica matematica (“/.../ Noi le potremmo conoscere solo se la causa-
lita fosse una necessita interiore, come quella della conclusione logica” . I
problema che solleva Brouwer, invece, mette in ombra anche quello che per
il primo Wittgenstein sembra essere uno dei punti saldi assunti. Infatti, “n
matematica non e certo se tutta la logica sia permessa e non € certo se i
puo decidere quale logica puo essere permessa” @

Ma allora cos’e per il matematico olandese quell’attivita che per secoli
e da molti filosofi e stata dipinta come il regno della necessita logica e del
rigore? Brouwer propone una visione alternativa a quella classica, con una
speculazione che non si limita ad essere teorica, ma che incide pesantemente
anche nella prassi. Rifiutando qualsiasi visione platonistica della discipli-

!Traduzione libera da [Bro0§].
Ibidem (traduzione libera).
3[Wit21], prop. 4.002.
4Tbidem, prop. 5.13.

®Ibidem, prop. 5.1362.
5Traduzione libera da [Bro08].



na, abbracciata dai piu, Brouwer afferma che la matematica € una libera
creazione della mente umana, una ricerca di fatti la cui verita e appresa
dal soggetto immediatamente, ovvero senza la mediazione né del linguaggio
(strumento che ¢ utile solo per comunicare e per ricordare i risultati scoperti),
né della logica (intesa come manipolazione di simboli sintattici). Gli oggetti
di cui la matematica parla non esistono al di fuori di noi, come neanche il
concetto di verita e falsita. Non ha senso pensare alla verita di una propo-
sizione indipendentemente dalla conoscenza che noi possediamo a riguardo:
non si puo quindi, preso un enunciato che ancora non ¢ stato né dimostrato,
né confutato, assumere che esso sia dimostrabile o refutabile, vero o falso.
Con le parole di Brouwer “[...] la verita é soltanto nella realta, ovvero nelle
esperienze presenti e passate della coscienza, [pertanto] non ci sono verita
non-esperite e la logica non € uno strumento assolutamente affidabile per
scoprire verita.” |'| Qui gia si puo vedere come la critica non rimane astratta,
ma si cala nella prassi, imponendo un rifiuto, almeno parziale, del principio
del terzo escluso, legge logica considerata fondamentale per millenni: non
possiamo asserire la conoscenza di AV —A a priori, senza aver sperimentato
Ao —A.

Brouwer stesso provo a mettere in pratica i precetti evidenziati sopra,
sviluppando un nuovo approccio alla matematica che passa sotto il nome di
“intuizionismo”. E sbagliato pensare, pero, che I'unico cambiamento attuato
sia ’eliminazione del principio del terzo escluso. Infatti, come si puo capire
dalle righe precedenti, I'intuizionismo non consiste in una nuova logica, ma in
una nuova matematica: troviamo risultati estremamente in disaccordo con
la matematica classica. Esempio cardine e I’enunciato secondo cui “tutte
le funzioni da [0, 1] in R sono uniformemente continue”, considerato falso
classicamente ma vero intuizionisticamente.

La prospettiva sovversiva di Brouwer storicamente non ha avuto la me-
glio, soffocata dal successo del formalismo da un lato e dalle critiche degli
anti-psicologisti dall’altro. D. Hilbert, protagonista indiscusso della corrente
del formalismo, vedeva nella proposta di Brouwer una minaccia enorme al suo
programma: il motto “wir mussen wissen, wir werden wissen” ¢ in aperto
contrasto con la visione disincantata del matematico olandese circa la logica
e il linguaggio. Non fu pero solo Hilbert ad opporsi alle idee di Brouwer:
I’approccio psicologista paventato dall’intuizionismo ha avuto nel corso della
storia molti detrattori, tra cui G. Frege e il secondo E. Husserl. Per “psi-
cologismo”, in questo frangente, intendiamo la tendenza filosofica del ridur-
re principi logici e matematici alla struttura mentale-psicologica dell’essere
umano. Sono essenzialmente due i motivi per cui alcuni ascrivono Brouwer

7Cfr. [Bro48].



a questa scuola di pensiero. In primis, in una prospettiva neo-kantiana, egli
considera la struttura della psiche umana, dotata della forma trascendentale
del tempo alla base del sentimento della “two-oneness”, cioe quello relati-
vo al riconoscere due entita distinte come un’unita, esperienza che permette
all'uomo di raggruppare individui e, in ultima analisi, di costruire i numeri.
Infine, & necessario parlare del concetto del “soggetto creativo”: esso e conce-
pito come una mente idealizzata in cui avviene la matematica gia avulsa da
ogni aspetto e limite umano. Questo costituisce per alcuni I’espressione pit
radicale dello psicologismo nelle idee di Brouwer; per altri, invece, come ve-
dremo nel paragrafo successivo, rappresenta il motivo per cui I'intuizionismo
non puo essere considerato afferente a questa linea di pensiero.

Il problema principale dello psicologismo che spaventa la maggioranza dei
filosofi delle scienze e I'incapacita di giustificare ’elevato grado di certezza che
accompagna i risultati matematici. Se, infatti, riguardassero una prospettiva
prettamente personale, o anche umana, come ¢ possibile che la matematica
possa essere usata per studiare fenomeni fisici, fenomeni che risiedono in
una dimensione altra dalla psiche umana? Inoltre, come e possibile che gli
uomini si capiscano tra di loro? Visto che le esperienze presenti e passate degli
uomini sono diverse, lo sara anche quella relativa alla “two-oneness” e dunque
cosa garantisce che i numeri creati da due persone distinte siano soggette
alle stesse leggi? Come abbiamo detto in precedenza, la risposta a queste
domande risiede, per alcuni, nel “soggetto creativo”: I'unicita di un tale ente
eliminerebbe ogni problema di incomunicabilita, mentre 1’essere svincolato
da ogni denotazione umana permetterebbe ai risultati matematici scoperti
di trovare un’applicazione fuori dall’ambito psichico. Una discussione piu
approfondita sul tema si trova in [Att04].

Nonostante le numerose critiche, di cui abbiamo in parte discusso, Brou-
wer ¢ stato indubbiamente una pietra miliare della logica matematica e, ov-
viamente, molte sono le riflessioni che i suoi scritti stimolano e altrettanti
sono stati i tentativi di capire la profondita di un’opinione come la sua.

A riguardo, ci sembra doveroso sottolineare l'influenza che Brouwer ha
avuto nel gia citato E. Husserl, tanto che ci sono alcune letture dei lavori dei
due, ad esempio quella in [Att04], orientate verso una riscoperta dell’intui-
zionismo in veste fenomenologica e un accostamento del “soggetto creativo”
all’ente fenomenologico trascendentale descritto nei lavori del filosofo. Ci-

8Mentre Kant riconosce esserci due forme estetiche trascendentali (ovvero connaturate
con "apparato percettivo dell’'uomo e che quindi informano tutte le esperienze fenomeniche
del soggetto), Brouwer sostiene che ci sia solo il tempo, declassando il concetto di spazio.
L’argomentazione del matematico a riguardo risiede nell’avvento delle geometrie euclidee
che, a suo parere, rende insostenibile il ruolo privilegiato nel percepire umano attribuito
da Kant allo spazio. Cfr. [Brol3|.



tiamo anche, tra gli esempi illustri, M. Dummett che in [Dum73] cerca di
individuare le basi filosofiche dell’intuizionismo. Uno dei punti piu interes-
santi che si possono trovare nel testo riguarda il giustificare un tale approccio
alla matematica, alla luce di una teoria del significato diversa da quella clas-
sica e che in alcuni contesti potrebbe essere piu adeguata. L’autore sostiene
che, mentre il concetto cardine in una prospettiva platonica e quello di verita,
una nozione immutabile col tempo che esiste indipendentemente dall’esisten-
za di un ente che la pensa, nell’intuizionismo la parola chiave e quella di
“uso”. Conoscere il significato di un enunciato vuol dire riconoscere valido
o meno un suo utilizzo in una applicazione o dimostrazione e “riconoscere
una sua prova quando ce ne viene presentata una”. ﬁ Questo e coerente con
la prospettiva di Brouwer che concepisce la conoscenza di una proposizione
come un percorso logico che porta alla consapevolezza del contenuto in esame
e, rimanendo fedeli ad una tale concezione, nelle teorie assiomatizzate (come
la maggior parte di quelle che un matematico incontra nella sua attivita), il
concetto di “prova” diventa centrale. Un tale pensiero ¢ estremamente ragio-
nevole guardando la formulazione di Brouwer del principio del terzo escluso,
legata non alla verita degli enunciati, ma alla loro provabilita: “ogni asse-
gnamento T di una proprieta ad un ente matematico puo essere giudicato,
cioe o provato o ridotto all ’assum’o” Inoltre, storicamente, la nozione di
“dimostrazione” e stata alla base dell’interpretazione BH il primo ten-
tativo di creare una semantica per la logica intuizionistica. La formulazione
che riteniamo piu adeguata ¢ la seguente:

e provare F' A GG significa provare sia F' che G;
e provare IV G significa provare F' o G|

e provare ' — (G significa avere un modo per convertire ogni prova
ipotetica di F' in una di G}

e provare —F significa avere un modo per convertire ogni prova ipotetica
di Fin una di L

e provare JzF'(x) significa esibire un d, provare la sua appartenenza in
D (D ¢ un qualsiasi insieme di elementi in cui consideriamo variare x)
e provare F(d);

9Cfr. [Dum73].

10Cfr. [Bro4s].

1S tratta di un acronimo che rende onore al padre dell’intuizionismo Brouwer, al suo
allievo A. Heyting e a A. Kolmogorov che diede importanti contributi anche su questo
tema.



e provare VaF'(x) significa avere un modo per convertire ogni prova ipo-
tetica di d € D in una prova di F(d);

e non c’e una prova di L.

E facile osservare che, seppur presentata informalmente (non ¢ chiaro cosa
significa “avere un modo per convertire una prova’ o “per convertire una
ipotetica prova”), in base a questa interpretazione e in particolare al secondo
punto, il principio del terzo escluso non puo essere riconosciuto valido: non
si puo escludere a priori 'esistenza di una formula F' per cui non si possa né
provare F', né modificare ogni ipotetica prova di F' in una di L.

Puo essere gia compreso uno dei motivi per cui potrebbe risultare utile
studiare I'intuizionismo e la logica intuizionistica. Un tale approccio, infatti,
potrebbe essere utile in tutti gli ambiti in cui si vuole prestare attenzione
alle dimostrazioni o al carattere costruttivo dei teoremi in esame. Infatti,
la logica intuizionistica, ovvero il sistema che si ottiene privando la logica
classica del principio del terzo escluso, presenta delle notevoli caratteristiche
metamatematiche: la proprieta della disgiunzione e quella dell’esistenziale.
La prima ci informa che, qualora riuscissimo a dedurre intuizionisticamente
F Vv G, allora potremo dedurre anche F' o G; la seconda, invece, afferma
che, qualora riuscissimo a dimostrare intuizionisticamente che esiste un ente
con una determinata proprieta, allora potremo anche trovare tale ente o, in
altre parole, una deduzione intuizionistica di JzF'(x) comporta una dedu-
zione anche di F'(t) per qualche termine ¢ del linguaggio in cui lavoriamo.
Per dimostrare questi risultati si consiglia ’approccio sintattico-deduttivo
originario di G. Gentzen ([Gen35]).

Un altro motivo estremamente valido per studiare la logica intuizionisti-
ca e basato sulla critica del principio del terzo escluso attuata da Quine in
[Qui81]. Egli, sebbene si muova in difesa dell’approccio classico, ne evidenzia
i problemi che questo potrebbe trovarsi ad affrontare. L’autore sostiene che
il principio del terzo escluso e in generale la logica classica, ha avuto e ha
un ruolo centrale nelle scienze e in matematica in quanto risulta il “tratto
essenziale di ogni nostra teoria scientifica”. Tuttavia, 'avvento della fisica
quantistica e in futuro lo sviluppo di altre discipline, potranno costituire una
grave minaccia ad un tale principio logico, che, per quanto elegante, risulta
una semplificazione nello studio delle esperienze che ogni giorno incontria-
mo. [lluminante 'osservazione compiuta a riguardo dell’antico “paradosso
del mucchio”. Esso recita che “se la rimozione di un singolo granello di sabbia
da un mucchio lascia sempre un mucchio, allora, per induzione matematica,
la rimozione di tutti i granelli comporta ancora l’avere un mucchio.” Molti
potrebbero non vedere alcun problema in una frase del genere ed obiettare
che se definissimo nella maniera corretta il termine “mucchio”, allora ogni



contraddizione sparirebbe: ad ogni istante si potrebbe considerare vera o fal-
sa qualsiasi asserzione a riguardo, e ad esempio stabilire se “X privato di un
granello ¢ ancora un mucchio” oppure no. In questo modo si salverebbe la
validita del principio del terzo escluso istanziato con qualsiasi formula relati-
va al “mucchio” in questione. Quine nota pero che non sempre si puo definire
un termine e che, anzi, e proprio nella vaghezza della semantica a cui una pa-
rola afferisce che risiede la capacita per un uomo di capirne il significato e di
usarla. Anche nelle scienze si puo incorrere in problemi di questo tipo, legati
all’incapacita di trovare determinazioni condivisibili e chiare: supponendo di
avere un tavolo e di togliere un atomo alla volta, quanti sono gli atomi che
un tavolo deve avere e quando smette di essere tale? Ha senso contare gli
atomi di un oggetto? Quine osserva che la necessita di rigore e di precisione
nella matematica, sebbene possa risolvere i problemi che il principio di bi-
valenza si trova ad affrontare, rischia di essere una richiesta troppo grande
e di rendere la logica e la matematica troppo distanti da un loro possibile
utilizzo nelle scienze. Egli scrive: “Siamo capaci di stipulare un arbitrario
numero minimo di granelli in un mucchio [...] ma non riusciamo a conve-
nire sulla demarcazione del numero di molecole della superficie di un tavolo.
Ct mancano le parole”. Concludiamo notando la vicinanza tra questa frase e
la critica, gia riportata, di Brouwer a chi estende “la regolarita del linguaggio
creato ad un linguaggio di parole matematiche che non accompagna [piv] la
[vera] matematica.”

Notazioni

Lavoreremo con un linguaggio che contiene un infinita numerabile di variabili
(x,y,x1,...,2,), eventualmente delle costanti (¢, d, ¢y, ...) ed un insieme nu-
merabile di atomi proposizionali (A, B, Ay, As, . ..); indicheremo le formule
con lettere latine maiuscole (G, F, H,G1,...). 1l sistema deduttivo di riferi-
mento sara la deduzione naturale (N e NC); tuttavia, in alcune dimostrazioni
(ad esempio nel Teorema sara utile ricorrere al calcolo dei sequenti LI*.
Presentiamo, infine, alcune abbreviazioni e definizioni che utilizzeremo:

e la relazione di deducibilita sara denotata con i simboli > e >, rispettiva-
mente per la logica intuizionistica e classica al prim’ordine, mentre com-
parira “p” a pedice (>, >pe) se ci limitiamo al frammento proposizionale
rispettivamente intuizionistico e classico. In particolare Gy, ..., G, >, F
significa che c¢’e una deduzione di F' con assunzioni attive comprese tra

G4, ...G, nel calcolo proposizionale intuizionistico;

e dato un modello I, la soddisfacibilita di una formula F' in K e indicata
con K F F



e denoteremo con F' = G la formula (FF — G) A (G — F); =L con T;
F — 1 con —F

e denoteremo con F'(c) l'esito della sostituzione della costante ¢ alla va-
riabile libera che occorre nella formula F'; con F{Z/¢} 'esito della so-
stituzione simultanea delle costanti ¢y, ..., ¢, (denotate sinteticamente
con ¢) alle variabili libere x4, . .. x, (denotate sinteticamente con &) che
occorrono in £

e un insieme K dotato di un ordine parziale < e detto albero se esiste
un unico elemento <-minimale (chiamato radice) e se per ogni k € K,
I'insieme {k" € K : k' < k} ¢ ben ordinato dall’ordine indotto da <.

Risultati importanti

Nel corso della trattazione assumeremo che il lettore sia un po’ familiare
con la deduzione naturale IN: in particolare, la deducibilita intuizionistica di
alcune formule (ad esempio, =(F'A—=F') o F — ——F, per una generica formula
F) non verra dimostrata, mentre le deduzioni meno banali che utilizzeremo
saranno provate.

Daremo per noti, anche, alcuni dei risultati piu basilari, ma comunque uti-
lissimi, riguardo la logica intuizionistica. Qui presentiamo solo gli enunciati,
rimandando a [Par20.a] per loro dimostrazioni.

Teorema 1.1. Siano Ay, ..., A, formule atomiche del linguaggio che consi-
deriamo. Valgono le sequenti:

e proprieta della disgiunzione: se F', G sono due formule per cui FV G é
deducibile da Ay, ..., A,, allora Ay, ..., A, > F oppure Ay, ..., A, >G.
Tale proprieta vale anche se ci limitiamo al frammento proposizionale
della logica intuizionistica;

e proprieta dell’esistenziale: se F' ¢ una formula per cui Az F e deducibile
da Ay, ..., Ay, allora per qualche termine t del linguaggio, Ay, ..., A,>

Teorema 1.2. (Glivenko) Sia F' una formula. Allora:

o >,.F" se e solo se >, F;

o >, se e solo se >, F;

10



Struttura dell’elaborato

Il lavoro si concentrera essenzialmente sullo studio semantico della logica
intuizionistica. L’analisi verra condotta attraverso ragionamenti metamate-
matici classici.

Nel Capitolo [2| verra presentata la semantica dei mondi possibili propo-
sta da S. Kripke nel 1965 in [Kri65]. Forniremo le definizioni principali e
dimostreremo 'adeguatezza di una tale semantica per la logica in questione
attraverso il Teorema e il Teorema [2.3] Concluderemo questa parte mo-
strando il Teorema [2.7, uno dei risultati di maggiore importanza nella teoria
dei modelli intuizionistici.

Nel Capitolo |3/ ci soffermeremo maggiormente sul legame tra la logica in-
tuizionistica e le semantiche con valori di verita: esporremo quindi il risultato
di Godel che sancisce 'impossibilita di trovare una semantica vero-funzionale
con un numero finito di valori di verita (Teorema . Si cerchera poi, con
un approccio “bottom-up” come quello presentato in [Parl2], di creare una
semantica non vero-funzionale basata ancora sui valori di verita e sul concet-
to di valutazione. Questo modo di procedere, pur avendo limiti intrinsechi
analoghi a quelli evidenziati da Godel, ci condurra in maniera naturale agli
stessi modelli presentati nel Capitolo |2| fornendo una giustificazione alterna-
tiva, basata su deduzioni e valutazioni, alla semantica di Kripke. Infine, si
procedera a saldare ancora di piu il legame tra quest’ultima e le valutazioni
grazie al Teorema [3.8] e al Teorema

Al lettore potra risultare utile I’Appendice[A]in cui sono riportate alcune
delle deduzioni che verranno utilizzate nel lavoro. Abbiamo preferito divider-
le dal corpo principale del testo per rendere piu fluido il discorso e facilitare
la lettura.

11



2 Semantica di Kripke

2.1 Definizione dei modelli di Kripke

In questa sezione presentiamo la semantica proposta da S. Kripke in [Kri65]
per la logica intuizionistica. Storicamente la semantica in questione non
nasce specificatamente per la logica intuizionistica, ma per la logica modale,
come e possibile notare in [Kri63]. Gia Godel nel 1933 in [G6d33] aveva
notato un stretto legame tra S4, una particolare logica modale classica, e
la logica intuizionistica: in particolare, egli osserva l’esistenza di una mappa
tra formule che permette di “tradurre” la seconda nella prima. Il lavoro
di Godel e ispirato essenzialmente dall’idea che la nozione di dimostrabilita
possa consentire di interpretare la logica intuizionistica in quella classica.
Pertanto LJF' significhera informalmente che “F' ¢ dimostrabile” Si giunge
quindi alla mappa  tale che:

p(L) =01

B(F) =0OF se F ¢ atomica;

BEANG) =B(F) AB(G);

B(FVG)=pB(F)V B(G);
B(=F) = O-B(F);

BF — G)=0(B(F) = B(G));

B(HzF) = Jzf(F);
B(VxF) = OVzS(F).

Tale funzione permette di esplicitare molto bene il legame tra il sistema S4
e la logica intuizionistica, in quanto vale che per una generica formula F', >F
se e solo se >g43(F'), dove il simbolo >gy4 rappresenta la deducibilita in S4.

Visto quanto detto precedentemente, dovrebbe essere chiaro come svilup-
pare una semantica per la logica intuizionistica da una per il sistema S4 e
in generale per le logiche modali. Nel seguito, visto I'interesse del lavoro, ci
limiteremo soltanto a descrivere la prima.

12Nel caso delle teorie, la questione & molto pill delicata: la corrispondenza tra O e il
concetto di dimostrabilita e quindi tra S4 e una teoria della provabilita, all’interno di un
sistema assiomatico, non e del tutto giustificata e in questa nota accenneremo solo breve-
mente e in maniera imprecisa ad un possibile motivo. Lo stesso Godel osserva ’esistenza
di problemi nelle formule che presentano occorrenze di [J annidate, come ad esempio nella
seguente formula deducibile in S4 O—-(0OL). Sotto l'interpretazione presentata di OJ, tale
teorema indicherebbe la possibilita da parte di una teoria di dimostrare la propria coerenza
e dunque la deducibilita di tale teorema andrebbe in contrasto con il secondo Teorema di
Incompletezza.

12



Definizione 2.1. Un modello proposizionale di Kripke per il linguaggio £ e
una terna K = (K, <,IF), dove K & un insieme non vuoto , < ¢ un ordine
parziale su esso e, denotando con & l'insieme delle formule atomiche del
linguaggio £, IF & una relazione binaria su K x & tale che

Kr0) se kIF A e k' > k, allora k' I+ A;
Krl) Per nessun k accade che k IF L.

Possiamo inoltre estendere la relazione I appena definita a tutte le for-
mule del linguaggio in modo tale che valgano:

Kr2) kIFGAF seesolose kl-Gekl-F;

Kr3) kIFGV F seesolose k-G okl F;

Kr4

)
)
)kll—G—>Fseesoloseperognik’2k,k’IJ%Gok”II—F
)

Kr5) kIF —F se e solo se VK’ > k k' If F;

Kr6) kIF ——F se e solo se VE' > k (3K" > k' K" IF F).

Si puo osservare, in realta, che Kr5) e Kr6) sono dirette conseguenze di
Kr4). Infatti, come gia detto nell’Introduzione, intendendo —F come un’ab-
breviazione per F' — L e considerando che nessun nodo puo forzare L, Krb)
diventa una formulazione particolare di Kr4). Applicando poi Kr5) non ad
Fea—F, maa—F e—-—F, siottiene immediatamente Kr6).

Una formula F' sara soddisfatta nel modello K (in simboli K E F) se per
ogni elemento k£ € K k |- F'; si dira valida secondo Kripke se ¢ soddisfatta
in ogni modello. Date G,...,G,, F formule, si dira che F' ¢ consequenza

B3In alcuni testi, fedeli all’approccio intuizionistico, si trova scritto “abitato”. La distin-
zione non e presente al livello classico, ma appare intuizionisticamente. Infatti, che un
insieme A ¢ non vuoto (—(Vz —=(z € A))) deriva dal fatto che ¢ abitato (3 = € A), ma
non vale il viceversa in logica intuizionistica.

14Nei testi piu fedeli all’approccio intuizionistico, si trova la seguente definizione, diversa
da quella data sopra ma ad essa classicamente equivalente.

EIFF = G seesolose Vk' > kse kI F, allora k I- G.

15Nei testi piu fedeli all’approccio intuizionistico, si trova la seguente definizione, diversa
da quella data sopra ma ad essa classicamente equivalente.

kI —=F seesolose Vk' >k (VK" >k k' I} F)
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semantica secondo Kripke di Gy, ..., G, (in simboli Gy,...,G, E F), se ogni
modello I che soddisfa G, ..., G, soddisfa anche F'.

Nel seguito ci riferiremo ad un generico modello di Kripke chiamandolo
semplicemente modello. Semplificazioni analoghe verranno fatte per il con-
cetto di soddisfacibilita, validita e conseguenza semantica, a meno che non
ci sia bisogno di un’effettiva distinzione tra le nozioni appena introdotte e
le analoghe classiche. Chiameremo infine ogni elemento di K nodo e diremo
che k forza F per indicare k I+ F.

Dalla definizione appena data discende il seguente fatto utile. Dato un
modello K = (K, <,IF) e preso un suo nodo k, possiamo definire il tronca-
mento di K a k come la terna (K',<')IF) in cui K/ = {k' € K : k' >k}
e <’ e I sono le restrizioni a K’ rispettivamente di < e IF. E immediato
dimostrare che tale troncamento, indicato usualmente con K ¢ ancora un
modello di Kripke.

La semantica appena introdotta si dimostrera essere adeguata per il cal-
colo proposizionale intuizionistico (Cfr. Corollario . Prima di prosegui-
re, vale la pena osservare che la logica intuizionistica non ¢ completa per
la semantica classica, sebbene quest’ultima risulti corretta per tale calco-
lo. A riprova di cio, possiamo infatti rintracciare una classe di modelli che
corrispondono alle valutazioni della semantica classica.

Lemma 2.1. La semantica delle valutazioni classica equivale alla semantica
di Kripke ristretta ai modelli che contano un solo nodo.

Dimostrazione. Sia v una valutazione classica. Definiamo un modello di
Kripke K considerando un solo nodo k e imponendo per ogni A atomica k I- A
se e solo se v(A) = v. Estendiamo poi in base a Krl)-Kr6) la definizione di
IF anche a formule non atomiche. Dimostriamo quindi che per ogni formula
F,v(F) =v se e solo se k IF F, procedendo per induzione sull’altezza di F'.
Per le formule atomiche cio € vero per come definito precedentemente k IF A;
per il passo induttivo notiamo che:

kFGANF < klFGeklFFsoG)=vev(F)=veoGAF)=v;
klFGVF e klFGoklFF vG) =vou(lF)=v&uGVF)=rv;
EFG—=F &kl GoklFFeuG) =fouv(lF)=ve
< (G — F) =v;
kIF~F & kI F e o(F) =f e o-F) =v.

Considerazioni analoghe mostrano anche il viceversa. Sia K un modello
di Kripke con un solo nodo k. Definiamo la valutazione v tale che, data una
formula F', v(F) = v se e solo se k |- F. Cosi definita, v ¢ effettivamente una
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valutazione classica. Cio puo essere mostrato con un ragionamento induttivo
basato sulle altezze delle formule che ripercorre (da destra verso sinistra) le
equivalenze logiche sopra scritte. O]

Presentiamo adesso alcuni modelli che ci permettono di capire che la
semantica di Kripke appena introdotta differisce effettivamente da quella
classica. Cogliamo ’occasione per presentare alcune convenzioni che vengono
usate in letteratura relativamente a tali modelli e che nel seguito adotteremo
anche noi. Per motivi di comodita e chiarezza, di norma un nodo ¢ etichettato
col suo “nome” (di solito 0,1, ... oppure k, k', ko, k1, ... ) ed, eventualmente,
con delle formule atomiche secondo la seguente regola: k e etichettato con
A se e solo se k IF A ed & minimale (rispetto all’ordine < del modello) con
tale proprieta. Ne segue che, se A & atomica, un nodo forza A se e solo se e
etichettato con A o un suo predecessore lo e.

Nel seguito indicheremo con A e B generiche formule atomiche.

Esempio 2.1.

Il disegno sopra rappresenta un modello di Kripke, che chiameremo Ky, for-
mato da tre nodi (K = {0,1,2}) tali che 0 If A, 1IF A e 2 If A, ovvero,
per Kr5), 2 IF =A. Portiamo subito l'attenzione del lettore alla “parzialita”
dei modelli di Kripke. La radice 0 non forza né A, né —A: il primo fatto e
comprensibile anche osservando le etichette in base alla convenzione discussa
sopra; il secondo discende invece dal contrasto tra la presenza del nodo 1 che
forza A e la condizione in Kr5). K1 # AV —=A in quanto 0 If Ae0If —A. Tale
modello soddisfa, invece, la legge di doppia negazione per A, altro principio
valido solo classicamente. Per mostrare cio, dobbiamo convincerci del fatto
che ogni nodo forzi =—A — A o, equivalentemente, vista la validita di Kr0),
che 0 IF ==A — A. Per Kr6) né 0, né 2 forzano —=—A, mentre 1 IF ——A.
Poiché 1 forza anche A, si dimostra quanto voluto.

Esempio 2.2.
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I1 modello in figura, che chiameremo Xy, non soddisfa né il principio
del terzo escluso AV —A, né la legge della doppia negazione per A, ovvero
Ko # =—A — A. Infatti, poiché 1 I A, per Kr6), 0 IF =—A, tuttavia 0 [y A e

per Krd) 0 |y =—A — A.
| A\/ B
0

II modello in figura non soddisfa —=(A A B) — (=A V —=B), la legge di De
Morgan che non e dimostrabile intuizionisticamente. Poiché 1 I} B, 11 AAB
e analogamente 2 If AANB e 0lf AA B, quindi 0 IF =(A A B). Tuttavia
0 If =AV =B dal momento che 0 non forza né =A (poiché 1 I+ A), né =B
(poiché 2 |- B).

Esempio 2.3.

Dopo aver discusso alcune proprieta dei modelli di Kripke per la logica
proposizionale, cerchiamo di estendere la definizione anche per la logica al
primo ordine.

Definizione 2.2. Sia £ un linguaggio senza simboli funzionali. Un modello
di Kripke K ¢ una quaterna (K, <, D,IF), con K non vuoto tale che:

e (K,<) ¢ un ordine parziale;

e D ¢ una funzione che ad ogni nodo k associa un insieme non vuoto

D(k) e per ogni nodo k' > k, D(K') 2 D(k);

e |F ¢ una relazione in K x &, dove & e l'insieme delle formule atomiche

del linguaggio ampliato con un simbolo di costante per ogni elemento
di D = U,ex D(k). Richiediamo inoltre le condizione Kr0) e Krl) della

Definizione 2.1]e che se R & un simbolo relazionale n-ario, di, . .., d, ele-
mentidiDek I R(dy,...,d,), allora implicitamente stiamo assumendo
anche che dy, ..., d, siano elementi di D(k).

Analogamente al caso proposizionale, possiamo estendere la relazione |-
a tutte gli enunciati del linguaggio £ esteso con un simbolo di costante per
ogni elemento di D). Bastera imporre oltre alle condizioni Kr2)-Kr6) (gia
presentate successivamente alla Deﬁnizione, alcune ad hoc per le formule
con quantificatori:

Kr7) kI 3xF(x) se e solo se esiste d € D(k) tale che k IF F(d);
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Kr8) k IF VzF(x) se e solo se per ogni nodo k' > k e per ogni elemento
de DK, k' IF F(d).

Per gli scopi futuri sara utile estendere la relazione di forcing anche per
formule non chiuse. Se F(z1,...,x,) ha come variabili libere esattamente
x1,...,Z, € k & un nodo di K, diremo che k I F(xq,...,x,) se e solo se per
ogni n-upla di elementi dy,...,d, in D(k), k- F(dy,...,d,).

Abbiamo ora tutto il necessario per definire quando una formula e soddi-
sfatta in un modello di Kripke.

Definizione 2.3. Siano F' una formula, I' un insieme di formule e K un
modello di Kripke. Se F' non contiene costanti, diremo che ¢ soddisfatta in K
se ogni nodo k € K forza F'; altrimenti, se in F' occorrono costanti dy, . .., d,,
diremo che ¢ soddisfatta in IC se ogni nodo k € K per cuidy,...,d, € D(k),
forza F'. F ¢ valida se e soddisfatta in ogni modello. Se I' e F' sono enunciati,
allora F' e consequenza semantica di I' (in simboli I' £ F') se ogni modello
che soddisfa I'; soddisfa anche F’; nel caso in cui I e F' presentino occorrenze
delle variabili libere comprese tra zy, ..., x,, allora I' F F' se per ogni modello
K = (K,<,IF, D) e ogni n-upla di costanti dy, ..., d, in D = |, D(k), si
ha F{xl/dl, R xn/dn} = F(dl, e 7dn)

Mostriamo che, anche nel caso di formule con quantificatori, ovviamente,
si misura la distanza tra la semantica classica e quella di Kripke. Lo faremo,
come nel caso proposizionale, esibendo modelli che non soddisfano formule
classicamente ritenute valide.

Esempio 2.4.

{0,1,2} ¢ p(0), p(1)
{0,1} o p(0)
{0}

Per comodita grafica abbiamo omesso il nome dei nodi: alla radice ci riferiamo
con 0, il nodo successivo per noi sara 1 e cosi via a seguire. Come si intuisce
dal disegno, il modello ha un nodo per ogni numero naturale e preso k € N,
D(k)={0,...,k} e kIF p(m) per ogni m < k. Esso non soddisfa le seguenti
formule Va(p(x) V —p(x)) e Vo——p(x) — ——Vap(z), legate rispettivamente
al principio del terzo escluso e alla legge di doppia negazione. Per il primo
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enunciato basta osservare che 0 Iff p(0) e, visto che 1 I p(0), 0 If —=p(0).
Pertanto 0 Iff p(0) V =p(0) e dunque 0 non forza neanche Vz(p(z) V —p(z)).
Per la seconda asserzione, notiamo che il nodo n forza p(0),...,p(n — 1) e
inoltre =—p(n) per Kr6). Quindi n I ==p(0),...,~—p(n), ovvero, essendo
D(n) ={0,...,n}, ogni nodo forza Vx——p(z) per Kr8). Nessun nodo forza
pero Vap(z), visto che n If p(n): in particolare, per Kr6), 0 [¥ =—Vzp(z). Da
cio segue che 0 I Ve——p(z) — —-—=Vap(z).

Esempio 2.5.
{0,1} I p(0)

{0} * p(0)

Il modello presentato non soddisfa Jx(p(z) — Vyp(y)), infatti, 0 Iff
p(0) — Yyp(y) e questo garantisce per Kr7) la tesi. Ci si convince facilmente
di cio notando che 1 If p(1) e quindi 0 I Vyp(y), mentre 0 IF p(0).

Esempio 2.6.
{0,1} I p(0)
{0}

I1 modello non soddisfa =Vzp(z) — Jx—p(x). Per Krb) e Kr8), poiché 0 Iff
p(0) e 1 I p(1), entrambi i nodi non forzano Vap(z) e quindi 0 IF =Vap(x).
Tuttavia, 0 I Jz—p(x), visto che D(0) = {0} e 0 If =p(0) (poiché 1 IF p(0)).

Per rendere piu completa la trattazione, definiamo i modelli di Kripke
anche per un linguaggio che contiene simboli funzionali.

Definizione 2.4. Sia £ un linguaggio. Un modello di Kripke K ¢ una
quaterna (K, <, D,IF) con K non vuoto tale che:

e (K,<) ¢ un ordine parziale;

e D ¢ una funzione che ad ogni nodo k associa una struttura insiemi-
stica D(k) per il linguaggio £. Chiamando D(k) il dominio di D(k)
e considerando due nodi k£ e k' con k < k’, si richiedono le ulteriori
proprieta:

— D(k) € D(K);
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— se R e un simbolo relazionale n-ario, indicando per ogni nodo &k con
Ry, il sottoinsieme di D(k)" relativo al simbolo R nella struttura
insiemistica D(k), allora Ry C Ry;

— se f € un simbolo funzionale n-ario, indicando per ogni nodo ¢ con
fi la funzione da D(i)™ a D(i) corrispondente all’interpretazione
di tale simbolo nella struttura insiemistica D(i), allora per ogni
di,...,d, elementi di D(k), fr(di,...,d,) = fw(di,...,d,).

e | ¢ una relazione in K x &, dove & ¢ 'insieme delle formule atomiche
del linguaggio ampliato con un simbolo di costante per ogni elemento di
D = Ujex D(E). Richiediamo, inoltre, le condizioni della Definizione

2.2 Euristica proposta da Kripke

Prima di proseguire mostrando che la semantica proposta ¢ adeguata per la
logica intuizionistica, presentiamo l'idea intuitiva sottostante a questi model-
li cosi come proposta dall’autore stesso in [Kri65]. Come gia detto all’inizio
del capitolo, la semantica in questione nasce prima per le logiche modali e
poi, attraverso la “traduzione” nel sistema S4 della logica intuizionistica, si
trasferisce a quest’ultima. Lo stesso Kripke in [Kri65] afferma di preferire,
comunque, uno sviluppo di una tale semantica indipendentemente da quel-
la di S4, in quanto “un tale procedimento permettera di ottenere qualche
informazione aggiuntiva sulla logica intuizionistica”.

Nella sua trattazione euristica, Kripke considera i modelli (KC, <, D, IF) per
cui (K, <) & un albero. In realta, dalla dimostrazione del Teorema segue
che non e restrittivo limitarsi a questa classe. Rimanendo fedeli all’approccio
dell’autore, riportiamo un suo stesso esempio e lo commentiamo citandolo,
quando cio non inficia la scorrevolezza del discorso.

P,Q,R e H,

€

.Hz\ 7‘ H,
Figura 1: Esempio tratto da [Kri65]

Nella Figura[l]il nome dei nodi ¢ indicato in grassetto e a destra, mentre
a sinistra compaiono le formule atomiche forzate; I’ordine nell’albero e quello

19



intuibile dalla figura, ovvero G < H;, G < Hy < H3, G < Hy < H4 e non
sussistono altre relazioni.

Ogni modello rappresenta un possibile scenario dell’attivita matemati-
ca: 1 nodi sono dunque dei “punti nel tempo nei quali possiamo avere delle
informazioni”, < non e altro che 'ordine temporale e I ¢ la relazione che
lega gli istanti temporali e le informazioni che ivi si hanno. Puo accadere
che ad un certo istante, ad esempio in G, siamo in grado di riconoscere vera
la formula P; successivamente, col tempo, possiamo acquisire informazioni
sufficienti per giungere anche alla verita di R e dunque spostarci dal nodo G
al nodo H;. Tuttavia, la rappresentazione data nella Figura [1| dell’attivita
matematica, non esclude altri casi: potrebbe infatti accadere che nell’istante
successivo non conosciamo R, bensi () e dunque ci spostiamo nel nodo Hs.

Come fa notare Kripke, se H I F' allora informalmente possiamo dire che
la verita di F e stata verificata all’istante H; se, invece, H I F', allora non
significa che a quell’istante ¢ stata provata la falsita di F', ma semplicemente
che la sua verita non e stata ancora provata e potrebbe esserlo nel seguito.

| istruttivo osservare che i nodi H, e H; forzano le stesse formule ato-
miche P, (), ma comunque c’¢ una differenza tra le due posizioni. Con le
parole di Kripke: “possiamo rimanere fermi per un tempo arbitrario al nodo
H, [...] ma poi possiamo avanzare in Hz o in Hy. Notiamo che saltando
alla situazione Hjz, non abbiamo ancora provato nulla di piu di P e ); ma
questo non significa che la situazione Hg e uguale esattamente a Hy. Infatti,
finché rimaniamo in Hsy, la possibilita di avanzare in Hy e di provare R ¢
ancora aperta a noi; ma se siamo nella situazione Hg, abbiamo guadagna-
to abbastanza informazioni da escludere l'opzione che R verra provata nel
seguito”.

Dai discorsi precedenti, si evince il ruolo della radice G in tale spiegazione
euristica: rappresenta il presente, la conoscenza attuale delle varie formule
matematiche.

Dall’interpretazione dei modelli come rappresentazione dell’evolversi del-
lattivita matematica, segue la ragionevolezza dell'imporre la regole Kr0):
“non dimentichiamo” col passare del tempo le conoscenze pregresse acqui-
site. L’intuizione dietro le regole Kr2) e Kr3) ¢ altrettanto chiara: ad un
istante H proviamo la verita di FF A G (F V G) se in quell’istante proviamo
la verita di F' e (o) la verita di G.

Le regole che governano il —, e di conseguenza il —, sono invece diverse:
“per asserire = A intuizionisticamente nella situazione H deve accadere non
solo che A non sia verificata all’istante in questione, ma anche che non sara
verificata in un qualsiasi istante futuro, indipendentemente da quanta infor-
mazione viene guadagnata. [...] Ancora, per asserire A — B in un istante
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H, dobbiamo aver bisogno che in una qualsiasi situazione successiva H' nella
quale abbiamo una prova di A, abbiamo anche una prova di B”.

Per chiarire le idee, presentiamo la spiegazione relativa al modello Ko del-
I’Esempio Esso, come abbiamo avuto modo di verificare, non soddisfa
Iistanza del principio del terzo escluso A V —A. Intuitivamente questo ac-
cade perché nel presente (al nodo 0) non abbiamo ancora né provato A, né
possiamo asserire = A “perché rimane ancora aperta la possibilita di ottene-
re nel futuro abbastanza informazioni per avanzare” nel nodo successivo e
dimostrare A.

Trattiamo ora i quantificatori: non saremo puntuali come nel caso propo-
sizionale ma ometteremo alcune parti del ragionamento di Kripke quando cio
non provocherad incomprensioni. La differenza sostanziale tra i modelli per
la logica proposizionale e quelli per la logica al prim’ordine ¢ I'introduzione
per ogni nodo H di un dominio D(H) e di un dominio totale D che ¢ 1'u-
nione dei vari D(H) al variare dei nodi H nel modello. In base all’euristica
proposta da Kripke gli oggetti in D(H) vengono interpretati come “tutti gli
individui che conosciamo essere in D sulla base delle informazioni disponibili
all’istante H”. Siccome “non dimentichiamo”, come evidenziato parlando
della regola Kr0), anche gli oggetti della cui esistenza abbiamo consapevo-
lezza si accumulano col tempo e questo spiega perché, nella Definizione
abbiamo richiesto per k < k' che D(k) C D(k').

Osserviamo che nella situazione H, per riconoscere la verita di Vo F', “non
solo dobbiamo sapere che F' ¢ vera per ogni d € D(H), ma anche per ogni
individuo che si provera appartenere a D nel futuro”. D’altro canto, “per
asserire l'esistenza di un « € DD per cui F' & vera, dobbiamo trovare un
elemento x per cui gia abbiamo mostrato 'appartenenza a D tale che F e
vera’.

2.3 Teorema di Adeguatezza e raffinamenti

Lo scopo di questa sezione & mostrare il Corollario [2.6 ovvero che la seman-
tica di Kripke e adeguata per la logica intuizionistica: in particolare che se
G1,...,G,, F sono formule, allora Gy, ...,G,>F seesolose Gy,...,G, F F.
Iniziamo dal Teorema di Correttezza.

Teorema 2.2 (Correttezza). Siano Gy,...,Gy, F tali che Gy,...,G, > F.
Allora G1,...,G, E F.

Dimostrazione. Utilizziamo come sistema deduttivo il calcolo dei sequenti
LJ+. La dimostrazione procede per induzione sull’altezza della derivazione.
Presentiamo dunque alcuni dei casi che si possono verificare, analizzando
I'ultima regola applicata:

21



Gi,...,G, = F; Gy,....,G, = Fy
Gl,...,anFl/\FQ

Supponiamo che F' sia della forma F} A I35 e che F} ed F; siano con-
seguenze semantiche di Gy,...,G,. Considerando allora un modello
K per Gy, ...,G,, ogni nodo forzera Fy e Fy, di conseguenza per Krl)
anche F; A Iy e quindi K F F

Hl,GQ...7Gn:>F HQ,GQ...,GniF
H1VH2,G2...7Gn:>F

Supponiamo che G sia della forma H; V Hs e che F' sia conseguen-
za semantica sia di Hq,Go,...G,, che di Hy, Go,...G,. Consideran-
do un modello K per Gy,Ga,...,G,, per Kr2), ogni nodo k forzera
H,,G,,...G, oppure Hy, G, ...G,. In particolare il modello troncato
K, per le assunzioni fatte, soddisfa F' e quindi k |- F. Dall’arbitrarieta
di k segue la tesi;

H,Gl‘..,Gni
Gl...,GnéﬂH

Supponiamo che F' sia della forma —H e che non esista un modello per
H. Gy,...,G,. Consideriamo un modello I per G, ...,G,. Ogni nodo
k non puo forzare H, altrimenti il modello troncato IC; soddisferebbe
H,Gy,...,G,. Allora per Kr5), ogni nodo forza =H e quindi K F —H;

GQ...7GH$H1 HQ,GQ...,GR:F
H1—>H2,G2...,Gn$F

Supponiamo che (7 sia della forma H; — H,, che G,,...,G, E H;
e Hy,Go,...,G, E F. Consideriamo un modello K per Gy,...G,.
Questo soddisfera anche H;, quindi ogni nodo forzera H; e, poiché
K E Hy — H,, ogni nodo forzera anche H,. Pertanto, K F H, e, per le
ipotesi fatte, IC F F;
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J<)

H{z/y},Gy...,G, = F
32H. Gy .Gp = F

Supponiamo che (G sia della forma dxH, che la variabile y non oc-
corra libera in H,G,,...,G,, F e che F sia conseguenza semantica di
H{x/y},Gs,...,G,. Per comodita espositiva assumiamo anche che
non occorrano altre variabili oltre a quelle sopra elencate: nel caso
contrario, comunque, la dimostrazione procede come segue, senza mo-
difiche sostanziali. Sia K un modello per dzH, G, ..., G, e k un suo
nodo. Allora k IF 3z H, ovvero esistera ¢ € D(k) tale che k I- H{z/c}.
Il modello troncato K soddisfa H{x/c},Gs,...,G,, ovvero, per le
assunzioni fatte sull’occorrenza di y, Kr F H{x/y}{y/c}, Go{y/c},
..., Gp{y/c}. Visto che la derivazione dell’ipotesi rimane valida so-
stituendo in tutto I'albero y con ¢, per ipotesi induttiva, I, E F'{y/c},
ma F{y/c} = F e quindi k |- F'. Dall’arbitrarieta di k segue la tesi.

]

Dimostriamo ora che il calcolo intuizionistico al primo ordine ¢ completo
rispetto alla semantica di Kripke.

Teorema 2.3 (Completezza). Siano Gi,...,Gp, F tali che Gy,...,G, E F.
Allora G4, ...,G, > F.

Forniremo una dimostrazione del Teorema [2.3]simile a quella proposta da
L. Henkin per la completezza della logica classica. Seguiranno quindi alcune
dimostrazioni e alcuni lemmi che risulteranno utili a tale fine.

Definizione 2.5. Dato C' un insieme di costanti, un insieme di enunciati I
nel linguaggio £ si dice C-saturo se:

i) ' & coerente (ovvero I' i L);

111

)

ii) se ' F, allora F' € T
) se '> FV G, allora F € T' oppure G € T
)

iv) se I'> 32 F (), allora per qualche ¢ € C, F(c) € T.

Lemma 2.4 (di saturazione). Siano I' un insieme di L-enunciati, F' un L-
enunciato con I' ¢ F. Sia inoltre C' = {cy, c1, ...} un insieme numerabile di
costanti non in L. Esiste un insieme C-saturo I'Y che contiene I' e tale che

T i F.
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Dimostrazione. Sia L(C') il linguaggio £ ampliato con le costanti in C' e sia
{F, }nen un’enumerazione degli enunciati del linguaggio £(C'), tali che ogni
enunciato compare infinite volte. Definiamo per ricorsione una successione
di insiemi di enunciati {I',, },en nel seguente modo:

o Iy =1Tj

e se I', > F,, e F,, non ¢ né esistenziale, né disgiuntiva, pongo I',;; =
I, U{F.};

o Se ', ¥ F,, alloraI'),;1 = T'y;

o Sel',>F), e F, ¢ dellaforma 3z F,, (), allora 'y = IyU{Fy,, Fin(cgm)) }
dove ¢y(n) ¢ la prima costante di C' che non compare in nessuna formula
di I'y con k < n;

o Sel',>F, e F, ¢ della forma F,V Fy, allora 'y, F}, p Fol',,F, ¥ F'e
pongo I',11 = T, U{F,, F;}, dove i & il minimo indice tale che T',,, F; t¢
F.

Mostriamo che la definizione sopra fornita e corretta. Affinché si possa tro-
vare al passo n-esimo, nel caso di una formula esistenziale, una costante ¢y,
in I';, non devono occorrere tutte le costanti di C'. Questo e il caso in quan-
to I' ¢ un insieme (eventualmente infinito) di L-formule e quindi se in T,
compaiono costanti di C' ¢ perché queste sono state aggiunte in uno dei passi
precedenti. Essi pero sono in numero finito quindi in ogni I',, € presente solo
una quantita finita di elementi di C.

Per quanto riguarda il caso in cui F), ¢ disgiuntiva, per dare senso a
quanto scritto precedentemente, si deve mostrare che ad ogni passo, 'insieme
di formule costruito I';, non deduce F': accadendo cio, se F,, = F,V F}, allora
non puo accadere che sia da I',,, F}, che da I',, F, si deduca F' perché questo
comporterebbe che anche I',,, F;, > F' e quindi che I, > F. Per provare questo
fatto, si puo procedere per induzione verificando che le eventuali formule
che vengono aggiunte al passo m-esimo non permettono di dedurre F', se
I'insieme di partenza I',, e tale che I', ¥ F. L’unico caso a cui prestare
attenzione ¢ quando al passo n-esimo la formula F,, e esistenziale. Notiamo,
pero, che ogni L-formula che si puo dedwrre da I',,, 32G(z), G(c), dove ¢ ¢
una costante di £(C) che non compare né in I';,, né in G, puo essere gia
dedotta da I';,, 3G (x). Pertanto, se F' non e deducibile da I';, e T',,>32G(z),
F non risulta deducibile neanche da I',, 3G (z) e G(c).

Dopo aver verificato la correttezza della definizione data, chiamiamo I'Y =
U,en I'n- Per induzione e basandosi su quanto detto nelle righe sopra, si prova
facilmente che I'Y ¢ F'. Si puo dimostrare, inoltre, che I'Y ¢ C-saturo:
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i) I'“ & coerente perché altrimenti dimostrerebbe per ex-falso tutte le
formule di £(C') ma I'Y ¢ F;

ii) se I'Y > @G, allora per qualche m, T';, > G. Quindi per come abbiamo
definito ’enumerazione, esiste un indice n > m per cui G = F,,. Per
costruzione, dunque, G € ', 1;

iii) se '“>GV H, allora per qualche m, I',,>GV H. Quindi per la definizione
dell’enumerazione, esiste un indice n > m per cui GV H = F,. Per
costruzione G € I';,11 oppure H € '}, q;

iv) se I'¥ > JzG(x), allora per qualche m, T',, > JxG(x). Quindi per co-
me abbiamo definito ’enumerazione, esiste un indice n > m per cui
JxG(x) = F,. Per costruzione, dunque, G(cym)) € Ingr;

]

La dimostrazione del Teorema si basera sulla creazione di un modello
di Kripke opportuno sotto l'ipotesi di non deducibilita dall’insieme di enun-
ciati I' di F'. Presentiamo dunque un metodo canonico di costruzione di
tale modello. Consideriamo una famiglia numerabile di insiemi numerabili
disgiunti di costanti Cy, Cy ... non presenti in £. Denotiamo inoltre con C;
I'insieme CyU - - - U C,,. Definiamo quindi il modello K. = (K, <,IF, D) come
segue:

e (K,<) ¢ un albero in cui ogni nodo ¢ un insieme di enunciati I nel
linguaggio L U C?, Cr-saturo, per qualche n € N ;

o [V <I"seesoloseI"CI;

e dato un nodo I e una formula atomica P nel linguaggio £(I"), I I- P
se e solo se P € I;

e se [ ¢ C-saturo, D(I") = {c: ¢ costante in LU C}}.

Si dimostra facilmente che /C. risulta un modello di Kripke e si intuisce, inol-
tre, per come e definito, che esso riflette la struttura del reticolo logico delle
deduzioni possibili da I'. Formalizziamo matematicamente questo concetto.

Lemma 2.5. Per ogni nodo I del modello canonico K. e per ogni enunciato
Fin L(I"), I"IF F se e solo se F € T,

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla complessita di F', sfruttando
la saturazione dei nodi del modello canonico. In particolare, supponiamo che
[ sia C-saturo e distinguiamo i vari casi:
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se F' e atomica, € vero per costruzione;

se F' & della forma G A H, allora I IF F seesolose IVIFGeI"IF H.
Per ipotesi induttiva questo accade se e solose G € IV e H € I, Quindi
[">G A H e per saturazione di IV, F' € IV, Viceversa, se F' € I, allora
I"> H,G. Per ipotesi induttiva, IV IF H e IV IF G e quindi I I+ F;

se I’ ¢ della forma GV H, allora IV IF F seesolose IV IFG oI I+ H.
Per ipotesi induttiva questo accade se e solose G € IV o H € I”. Quindi
[">G V H e per saturazione di IV, F' € V. Viceversa, se F' € I, allora
per saturazione I>G o I'V> H e, dunque, G € IV o H € I”. Per ipotesi
induttiva, I IF G o IV IF H e, infine, [ I+ F;

se F' & della forma G — H, allora I IF F' se e solo se per ogni nodo
I D17, sel”IF G, allora I IF H. Dimostriamo che, in tal caso, "> F.
Supponiamo non sia cosi e consideriamo 'insieme di formule IV U {G}.
Notiamo che IV U {G} ¢ H, altrimenti IV > F: dunque, per il Lemma
esiste [ estensione satura di IV U {G} tale che IV ¢ H. Poiché
H & T per ipotesi induttiva, I' If H ma I' I G, contro I I+ F.
Viceversa, supponiamo che F' € I e che un insieme saturo IV O I" sia
tale che I'” IF GG, ovvero, per ipotesi induttiva, G € I'”. Allora, poiché
Fel”eF,G>H, "> H e, per saturazione, H € I'”. Dunque I'" IF H
per ipotesi induttiva e, risultando soddisfatta la condizione Kr4), si puo
concludere, quindi, che I'V I F';

se I & della forma JzG(x), allora IV |- F' se e solo se esiste ¢ € D(I)
tale che IV IF G(c). Per ipotesi induttiva, questo accade se e solo se
G(c) € I'. Per la C-saturazione di I, se e solo se I > F' e, dunque, se
e solo se F €T,

sia ' della forma VzG(x). Proviamo che se I |- F, allora I > F.
Se cosi non fosse, per ogni costante ¢ € C,.1, [' ¥ G(c), altrimenti,
non essendo ¢ una costante del linguaggio di I, I'" proverebbe Yz G(x).
Esiste dunque per il Lemma un insieme di formule I'" C}_ ;-saturo
che estende I" e tale che, fissata una costante ¢ € Cy 1, I” ¥ G(c).
Allora, visto che D(I'") = C:,y e c € C 4, I If VzG(z). Viceversa,
se FF e IV, allora per ogni I' D I saturo, I’ € I'”. In particolare, per
ogni c € D(I'), I >G(c), visto che Fi-G(c), e quindi [ I F per Kr8).

]
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Dimostrazione. (Teorema Supponiamo che G1,...,G, ¥ F e inoltre
che tali formule siano enunciati. Non e limitativo assumere cio, in quanto se
le variabili che occorrono nelle formule considerate sono comprese tra ¥ =
x1,...,T,, per ogni scelta di costanti ¢ = ¢q,...,¢, che non compaiono in

Gi,...,G, e F,siha

G1,...,Gp> F se e solo se Gi{Z/¢},...,G,{Z/¢} > F{Z/¢}
Gi,...,Gn F F se e solo se Gi{Z/¢},...,G,{Z/¢} E F{Z/c},

dove con {Z/¢} ¢ indicata la sostituzione simultanea di x1, . .., x, concy, ..., ¢,
rispettivamente. Consideriamo un insieme C' di costanti non appartenenti al
linguaggio delle formule coinvolte e sia I' I'estensione C'-satura dell’insieme
{G1...,G,} tale che I ¥ F. Costruiamo il modello canonico K. e notiamo
che per il Lemma[2.5] K. E G, ... G, in quanto tali formule sono elementi di
I' e quindi di ogni altro nodo I"". Tuttavia, K. ¥ F', visto che I" (¢ F', quindi
F ¢7T e, per il Lemmal[2.5]T I F. ]

Corollario 2.6 (Adeguatezza). Siano Gy, ...,G,, F formule. Gy,...,G,>F
se e solo se G1,...,G, F F

Dimostrazione. 11 corollario segue dai Teoremi [2.2]e[2.3] O

Dalla dimostrazione del Teorema [2.3] visto che il modello canonico co-
struito K, = (K, <, D, IF) e tale che (K, <) & un albero, segue che la logica
intuizionistica ¢ completa per la semantica di Kripke, ristretta alla classe dei
modelli che sono alberi.

Concludiamo la sezione con un risultato importante nella teoria dei mo-
delli. Tl Teorema [2.7] afferma che la logica intuizionistica proposizionale ha la
proprieta dei modelli finiti: se una formula F' non e deducibile, esiste allora
un modello finito che non la soddisfa. Tale caratteristica oltre ad essere im-
portante in sé, visto che da questa si puo dimostrare facilmente la decidibilita
della logica in questione, verra usata nel seguito e pertanto verra dimostrata
nel dettaglio.

Teorema 2.7. Sia K = (K, <,IF) un modello di Kripke, dove (K,<) é un
albero con radice ky. Sia F' una formula non soddisfatta da K. FEsiste allora
un modello K* = (K*, <*/IF*) tale che:

e K* ¢ un sottoinsieme finito di K ;

16,3 dimostrazione fornita non pud essere considerata valida dal punto di vista in-
tuizionistico. Infatti il ragionamento metateorico che sottosta alle prove degli enunciati
precedenti ¢ classico. Cid si manifesta principalmente nella dimostrazione del Teorema|[2.3]
stesso che si basa sulla contronominale classica.
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o <* ¢ la restrizione di < a K*;
e per ogni nodo k € K* e per ogni G sottoformula di F, si ha

k-G se e solo se kI G.

Dimostrazione. Osserviamo che come si esprime il modello K sulla formula F
dipende unicamente da come si esprimono i vari nodi di K sulle sottoformule
di F'. Sia Sp l'insieme delle sottoformule di F' e per ogni nodo k € K, sia
S(k) I'insieme delle formule in S forzate dal nodo k.

Cerchiamo ora di costruire, a partire da K, un modello che si comporta
come questo sulle sottoformule di F'. Per farlo ragioneremo per ricorsione.
Fissiamo Ky = ) e K1 = {ko}. Supponendo di aver costruito K, e K, 1,
individuiamo i nodi che faranno parte di K, 5. Per k € K, \ K, esiste
un sottoinsieme massimale per inclusione {ty o, ..., tknw } di K tale che, per
ogni 7,7 < n(k) con i # j:

a) ty,; € successore di k;

b) I'insieme delle sottoformule di F' forzate da k e quello delle sottoformule
di F forzate da tj; sono diversi, ovvero S(k) # S(tx,);

¢) l'insieme delle sottoformule di F forzate da tx; e quello delle sottoformule
forzate da tj; sono diversi, ovvero S(tx;) # S(tk,;)-

Affinché quanto definito precedentemente abbia senso, dobbiamo osservare
innanzitutto che dato k linsieme [ dei sottoinsiemi di K che soddisfano
a), b) e ¢) & costituito solo da insiemi finiti. Un insieme infinito di nodi,
infatti, non puo soddisfare c¢), vista la finitezza di S e quindi del suo insieme
delle parti. In realta la cardinalita di Sr fornisce anche un limite superiore
alla cardinalita degli elementi di I} e cio garantisce 'esistenza di un insieme
massimale per l'inclusione.

Poniamo ora K, 1o = Kny1 U U{(tk0s - - thnw)) 1 k € Kny1 \ Ky} No-
tiamo che se k' € K, 15\ K, allora esiste un k € K,,,1 \ K, ed un ¢ < n(k)
tale che k' = t;,. Pertanto S(k') # S(k) e, in quanto k < k', si ha che
S(k) < S(k'). Essendo Sg finito, tale ragionamento implica che per n
sufficientemente grande K, = K, ;. Dunque K* = UneN K,, ¢ un albero
finito.

Definiamo il modello K* = (K*, <* IF*) dotando K* dell’ordine <*, re-
strizione di < all’insieme considerato, e I[F* in modo tale che per ogni k € K*
e per ogni formula atomica A, valga

k1= A se e solo se k IF* A. (1)
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Dimostriamo ora che la vale anche nel caso in cui A & una generica
sottoformula G di F'. Procediamo per induzione sull’altezza della formula:

e se (G ¢ atomica, ’asserzione ¢ dimostrata per ;

e sia G =Gy NGy e k € K*. Notiamo che k IF* G se e solo se k IH* Gy
e k IF* Gy. Per ipotesi induttiva, questo equivale a dire che k IF G e
k I+ G4, ovvero che k IF G,

e sia G =GV Gy e k€ K* In analogia col caso precedente, k IF* G se
e solo se k I G1 o k IF* GG5. Per ipotesi induttiva, questo equivale a
dire che k IF G o kI G, ovvero che k I- G;

e sia G = -G esia k € K*. Se k IF =G, allora per ogni j > k, j I G.
Sia 7 € K* un successore generico di k. Per ipotesi induttiva, visto che
1 > k e quindi ¢ I G, abbiamo che 7 |F* G, da cui k IF* =G.

Viceversa, supponiamo che k If =G. Allora esiste j > k tale che j IF G.
Se G € S(k), abbiamo concluso perché, per ipotesi induttiva, k IF* G
e dunque k IF* =G. Se, invece, G ¢ S(k), allora {j} € I e dunque la
costruzione sopra descritta prevede che ci siano dei nodi successivi a k.
Sia {tr0, ..., tknr)} I'insieme massimale in [, i cui elementi compari-
ranno in K*. Supponiamo che ogni nodo ?;; di tale insieme sia tale
che t;,; If* G e consideriamo 'insieme B = {ty0,. ..,k k), j}. Questo
verifica le condizioni a), b) visto che G € S(j) mentre G & S(k) e ¢)
dato che G' € S(j) mentre, per ipotesi induttiva, poiché ogni t;; IF* G,
G & S(ty;). L'esistenza dell'insieme B violerebbe la massimalita del-

I'insieme di partenza e quindi bisogna ammettere che esista un i < n(k)
tale che t; IF* G, da cui k I* =G;

e sian G =G »> Gyesiak € K*. Se k IF G — Gy, allora per ogni
j >k, jlf Giojlk Gy Considerando un generico i successore di k in
K*, per ipotesi induttiva ¢ |F* Gy o i IF* G5 e dunque k IF* G; — Gs.

Viceversa, se k I G, esiste j > k tale che j IF G; ma j If Go. Se G €
S(k), si conclude subito visto che Gy ¢ S(k) e per ipotesi induttiva
kE IF* Gy ma k IF* Go, da cui k IF* G. Se, invece, G; ¢ S(k), allora
{j} € I e dunque la costruzione sopra descritta prevede che ci siano
dei nodi successivi a k. Sia {t, ... ,tkm(k)} I'insieme massimale in [},
i cui elementi compariranno in K*. Supponiamo che ogni nodo ;
di tale insieme sia tale che ¢; IF* G e consideriamo l'insieme B =
{tro, - tin), J}- Questo verifica le condizioni a), b) visto che G &
S(k) mentre G; € S(j) e ¢) dato che G ¢ S(j) mentre, per ipotesi
induttiva, poiché ogni t;; IF* G, G € S(t),;). L'esistenza dell'insieme
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B violerebbe la massimalita dell’insieme di partenza e quindi bisogna
ammettere che esista un i < n(k) tale che ¢, If* G, da cui k If* G.

Concludiamo la dimostrazione osservando quindi che il ragionamento so-
pra permette di generalizzare la (1)) e pertanto, considerata la radice ky € K*,
si ha che kg IF F' se e solo se ko IF* F'. In particolare poiché K # F, ko If F' e
dunque kq IF* F, da cui la tesi.

[

II Teorema non puo essere generalizzato alla logica intuizionistica al
prim’ordine. Vale, infatti, la seguente proprieta che afferma la validita in ogni

modello finito della double negation shift, ovvero della formula (Vz——F) —
(mVaF).

Proprieta 2.8. Sia K = (K, <, D,IF) un modello di Kripke con (K, <) un al-
bero finito. Allora per ogni formula F' con variabile libera x, K E (Vz——F) —
(—=VaF).

Dimostrazione. Sia kg la radice di (K, <) e supponiamo che un nodo kg IF
Vz——F. Allora per ogni j > kg e per ogni elemento d € D(j), j IF =—=F(d).
In particolare, visto che I'albero & finito, esso possiede foglie e ogni foglia f
¢ tale che f IF == F(d) per ogni elemento d € D(f). Da Kr7) segue, quindi,
che f IF F(d) e, data 'arbitrarieta di d € D(f), f IF Vo F. Usando ancora

KrT7), si osserva che questo implica che kg IF ==VzF, da cui la tesi. O
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3 Interpretazione alternativa della semantica
di Kripke

3.1 Semantica delle valutazioni per la logica intuizio-
nistica

Uno dei modi piu naturali che si possiedono per creare una semantica ¢ quello
di procedere per tavole di verita. Come sara chiaro nel seguito, adotteremo
I'approccio “bottom-up” presentato in [Par12] e che puo essere riassunto nella
seguente considerazione dell’autore: “quando ci viene richiesto di spiegare
perché, ad esempio, A non segue da A — B e da B, uno di solito fornisce
esempi [...], come assumere che A sia ‘la macchina ha il serbatoio vuoto’
e B ‘la macchina si ferma’, dove [...] se A & vera allora anche B lo ¢, ma
se B e vera non necessariamente A lo deve essere. Questo naturalmente
porta all’idea di una valutazione degli atomi proposizionali delle proposizioni
che stiamo studiando che contempli almeno due valori. Il nostro scopo di
mostrare che F' non segue da Gy,...,G, € raggiunto se viene trovato un
metodo per calcolare i valori per formule composte in modo tale che uno
specifico valore, diciamo t, e preservato dalle deduzioni e se viene trovata una
valutazione v degli atomi proposizionali di Gy, ..., Gy, F tale che Gy,...,G,
assumono il valore t, mentre I’ no”.

Dunque lo scopo che motiva I’approccio seguito €, in un primo momento,
quello di provare che non sussiste la relazione di deducibilita tra determinate
formule. Nel seguito indichiamo con v quello che nel discorso precedente e
stato denotato con t, ovvero il valore che si trasmette dalle assunzioni alle
conclusione di una deduzione. Notiamo che questo significa dire che se F' e
deducibile senza assunzioni attive, vorremmo che le sia attribuito il valore
v. Osserviamo inoltre che se v fosse I'unico valore di verita disponibile,
la semantica creata avrebbe poco senso di esistere non permettendo una
distinzione delle varie formule: abbiamo quindi bisogno di almeno un altro
valore, che denoteremo con f. Visto che vogliamo evitare il caso in cui il valore
di verita di ogni formula sia v, a causa della regola ez falso quodlibet e della
trasmissione tramite le regole deduttive di v, L dovra sempre essere valutato
f. Affidandosi a queste idee, sfruttando la Vero—funzionalit della semantica
e considerando come valori di verita possibili solo v e f, si sviluppano in

17Per vero-funzionalita di una semantica intendiamo che il valore di verita assunto da
una formula complessa F' o G (dove o & un qualsiasi operatore proposizionale) dipenda
unicamente dai valori di verita assunti da F' e da G. Analogamente, il valore di verita
assunto da —F' dipende unicamente da quello assunto da F'.
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maniera naturale le tavole di verita per S,, la semantica delle valutazioni
classica.

Avendo due soli valori di verita a disposizione, dunque, non si ottiene una
semantica vero-funzionale adeguata per la logica intuizionistica. In realta il
problema si presenta anche con un numero finito qualsiasi di valori di verita,
come dimostrato nel 1932 da Godel con l'introduzione delle semantiche .S,
in [G6d32]. Queste risultano uno strumento utile per lo studio della logica
intuizionistica e, in generale, di alcune logiche non classiche. Godel presenta
le tavole di verita per tali semantiche senza argomentare nel dettaglio il
perché di varie scelte, cosa che, invece, faremo nel seguito almeno per la
semantica con tre valori di verita, denotata con S3. Seguiremo ’approccio in
[Par20.b].

Volendo allargare il numero di valori di verita a tre, introduciamo anche
un altro simbolo che, in omaggio a Godel, denotiamo con g. Anche in questo
caso, vorremmo che il valore v si trasmetta dalle assunzioni alla conclusione,
questa volta pero in ambito intuizionistico. Preservando le acquisizioni fatte
nella semantica classica, rimane da capire, al fine di costruire delle tavole
di verita per S3, come si comporta il valore g in funzione degli operatori
proposizionali.

L’introduzione di un terzo valore permette, a priori, una distinzione tra
——F e F. Vorremmo quindi che ci sia almeno un caso in cui F' non sia
valutata v, mentre =—F lo sia. Poiché se F" fosse v o f, questo caso sarebbe
escluso, questa considerazione ci permette di determinare il valore di —F" nel
caso in cui F' sia valutata g: se —F fosse v, allora =—F sarebbe f; se = F
fosse g, allora per vero-funzionalita anche ——F sarebbe g. In entrambi i
casi non si verifica la circostanza voluta e dunque bisogna concludere che = F
deve essere valutata f. Cosi facendo, infatti, =—F" sarebbe v.

F | -F
v | f
g| f
f

Tabella 1: Tavole di verita per la negazione

Per discutere la congiunzione bisogna considerare i seguenti casi:

18Come mostrato in [Parl2], in realtd la quasi totalitd del ragionamento che porta
alla creazione delle tavole di verita classiche ¢ condotto in conformita con la sola logica
intuizionistica. La vero-funzionalita e la scelta di soli due valori di verita motivano I'unica
legge non derivabile in questo modo, ovvero che la negazione di una formula valutata f,
deve assumere il valore v.
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e siano F' e (G valutate rispettivamente v e g. Se F' A G fosse v, allora
visto che F'A G, G, G dovrebbe essere valutata v, per la trasmissione
di v; se FAG fosse f, 7(F AG) sarebbe v e visto che =(FAG), Fr>,~G
(Deduzione , Appendice , =G dovrebbe essere valutata v, cosa che
pero non accade in quanto G e valutata g. Dunque F'AG deve assumere
il valore g;

e siano F' e GG valutate rispettivamente g e v. Ragionamenti analoghi a
quelli del punto precedente mostrano che F'A G deve essere valutata g;

e siano F' e (G valutate rispettivamente g e g. Se F' A GG fosse valutata
v, allora anche F' lo dovrebbe essere visto che FAG >, F; se FAG
fosse valutata f, =(F A G) sarebbe v e, per ipotesi, anche =—F" sarebbe
v. Poiché ~(F A G),~—F >, =G (Deduzione 3| Appendice [A), -G
dovrebbe essere valutata v, impossibile nel caso in cui G assume il
valore g. Dunque F' A GG assume il valore g;

e siano F' e (G valutate rispettivamente g e f. Visto che =G>, =(F A G)
(Deduzione [4] Appendice[A), ~(F AG) deve essere valutata v e dunque
F' N G deve assumere il valore f;

e siano F' e (G valutate rispettivamente f e g. Ragionamenti analoghi a
quelli del punto precedente mostrano che F'A G deve assumere il valore
f.

)

| | HR(0Q (08 (0] (<< | < |
| 0R [ < || <R |<| D
| | =h| =h|0” 0] | mh|0R | < | >

Tabella 2: Tavole di verita per la congiunzione

Trattiamo ora il caso della disgiunzione:

e siano F' e G valutate rispettivamente v e g. Visto che F'>, FVG, FVG
deve essere valutata v;

33



e siano F' e (G valutate rispettivamente g e v. Visto che Go, FVG, FVG
deve essere valutata v;

e siano F' e (G valutate rispettivamente g e g. F'V G non puo assumere il
valore f, visto che =(F V G), =—F >, L (Deduzione , Appendice A)) e
dunque L dovrebbe assumere il valore v. Esiste, in aggiunta, un caso
particolare, ad esempio se I’ e G coincidono, per cui F'V G'>, F. In tal
caso F'V G non puo assumere il valore v, altrimenti anche F' dovrebbe
assumere tale valore, e dunque in questa circostanza, F'V G deve essere
valutata g. Per la vero-funzionalita dunque, dobbiamo concludere che,
in ogni caso, F'V GG deve essere valutata g;

e siano F' e (G valutate rispettivamente g e f. F'VV G non puo essere valu-
tata v, visto che F'V G, -G >, F' (Deduzione @ Appendice , dunque
F' dovrebbe essere valutata v, contro 'ipotesi; F'V GG non puo essere
valutata f, perché —(F V G) sarebbe v e, visto che =(F'VG), == Fp, L
(Deduzione , Appendice , L dovrebbe assumere v. Dunque F'V G

deve essere valutata g;

e siano F' e G valutate rispettivamente f e g. Ragionamenti analoghi a
quelli del punto precedente mostrano che F'V G deve essere valutata g.

F

Q

| =k =h[09 (0] (0] | < | < | < |
IR [ < mh(0] | < || <]

R <RIR|<I<|<]|<<

Tabella 3: Tavole di verita per la disgiunzione

Concludiamo con le tavole di verita dell’implicazione, tramite le quali,
grazie a quella della congiunzione, riusciamo a fornire le tavole di verita per
I’equivalenza:

e siano F' e (G valutate rispettivamente v e g. Se F' — G fosse v, visto
che F, ' — G, G, G dovrebbe assumere il valore v, contro I'ipotesi; se
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F — G fosse f, allora =(F — G) sarebbe v e, visto che =(F — G)>,~G
(Deduzione Appendice7 =G dovrebbe assumere il valore v, contro
I'ipotesi. Dunque F' — G deve essere valutata g;

siano F' e G valutate rispettivamente g e v. Visto che G>, FF — G,
F — G deve essere valutata v;

siano F' e (G valutate rispettivamente g e g. Esiste un caso particolare,
ad esempio in cui F' e G coincidono, per cui >, — G, dunque, per
vero-funzionalita, F' — G deve assumere il valore v;

siano I’ e GG valutate rispettivamente g e f. Se F' — G fosse v, visto che
F — G,~G v, ~F (Deduzione @ Appendice , —F dovrebbe essere
valutata v, contro l'ipotesi. Se F' — G fosse g, =—(F — @) sarebbe v
e, visto che ==F, =—(F — G) >, ==G (Deduzione [11, Appendice [A),
——G dovrebbe assumere il valore v, contro l'ipotesi. Dunque F' — G
deve essere valutata f;

siano I’ e G valutate rispettivamente f e g: visto che =F' >, F' — G
(Deduzione Appendice , F — @ deve assumere il valore v.

F

@

| Fh| Hh(0R (R (R < <<
=HI0Q [ < mh(0] | <R <)
<< <|m|<|<|mlm|<|]|

Tabella 4: Tavole di verita per I'implicazione

In accordo con quanto viene fatto classicamente, definiamo una valutazio-
ne come una funzione v che ad ogni formula associa un valore in V3 = {v, g, f}
che segue le regole imposte dalle tavole di verita sopra presentate, con la
proprieta che v(L) =f.

Osserviamo che puo essere data una descrizione piu agevole delle tavole
di verita imponendo la seguente relazione d’ordine stretto < (e l’associata
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@

| (R[] [ <|<|<|
IR [ < (0] | < |l <]

| =h | < 0] | ~(0R]| <]

Tabella 5: Tavole di verita per I'equivalenza

relazione di ordine largo <) in Vi:
f<g<wv.

Cosi facendo, le osservazioni fatte precedentemente si riducono a:

v osew(F) =1

v(oF) = {f altrimenti; 2)
v(FAG) =min{v(F),v(G)}; (3)
v(FVG) =max{v(F),v(G)}; (4)

v se v(F) < v(G);
v(F = G) = {U(G) altrimenti.

Equivalentemente alla definizione data precedentemente di valutazione,
questa puo essere definita come una funzione v dall’insieme delle formule in
V3, tale che valgano le condizioni (2)-(5]) e v(L) = f. Si ottiene in questa ma-
niera la semantica Ss: rispetto a questa semantica (e alle semantiche S,, che
presenteremo di seguito) una formula F' ¢ detta soddisfacibile se esiste una
valutazione v che la soddisfa, ovvero tale che v(F') = v; ¢ detta insoddisfaci-
bile se non e soddisfacibile; e detta tautologia o valida se ogni valutazione la
soddisfa.

Le condizioni — possono essere generalizzate, portando alle seman-
tiche S,,. Fissato n € N, definiamo V,, = {f,g1,...,8n_2,Vv} l'insieme dei
valori di verita e lo dotiamo della relazione d’ordine stretto < tale che

f<gi<---<gna<v.
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Una valutazione di S,, sara una funzione v che ad ogni formula associa un
valore in V,,, tale che v(L) = f e che soddisfa le proprieta —. Anche qui,
come nel caso di S5, indichiamo con < la relazione d’ordine largo associata
a < : ty <ty seesoloset; <ty oppure t; = ts.

Non ¢ sorprendente ora, almeno per la semantica Ss, il seguente teorema
di correttezza che essenzialmente afferma che lo scopo da cui siamo partiti e
stato raggiunto.

Teorema 3.1. Sia n > 2 un numero naturale. Per ogni valutazione v della
semantica S, si ha:

a) se Gy,...,Gp >y F, allora min{v(Gy),...,v(Gp)} < v(F);
b) se G1,...,Gpp F ev(Gy) =--- =v(Gp) =V, allora v(F) =v;
c) se>, F, allora v(F) =v.

Dimostrazione. 1 puntib) e ¢) seguono facilmente da a) e quest’ultima si puo
dimostrare procedendo per induzione sull’altezza della deduzione. Vediamo
alcuni esempi:

e supponiamo che 'ultima regola della deduzione sia I'introduzione del
A, ovvero F' = Fy A F, e si hanno le deduzioni Gy,...,G,, >y Fi e
Gi,...,Gy >p Fy. Per ipotesi induttiva

min{v(Gy),...,v(Gn)} < v(Fy);
min{v(Gy),...,v(Gn)} < v(F2).

Segue dunque che
min{v(Gy),...,v(Gp)} < min{v(F),v(Fy)},
ovvero per (3)
min{v(Gy),...,v(Gn)} < v(F1 A Fy).
e sia F' = —H e supponiamo che 'ultima regola della deduzione sia I'in-

troduzione del —, ovvero si ha la deduzione Gy, ...,G,,, H >, L. Per
ipotesi induttiva

min{v(Gy),...,v(Gn),v(H)} <wv(l) =f,

dunque uno tra v(Gy),...,v(Gp),v(H) deve essere f. Se v(H) = f,
allota v(F) = v(=H) = v, per (2); altrimenti v(F) = f e per un certo
i < m si ha v(G;) =f. In entrambi i casi segue la tesi.
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e sia F' = I — F; e supponiamo che I'ultima regola sia I'introduzione del
—, ovvero si ha la deduzione Gy, . .., Gy, Fi>, Fy. Per ipotesi induttiva

min{v(Gy),...,v(Gn), v(F1)} < v(Fy).

Se v(Fy) < v(Fy), allora per (5) v(F) = v; se v(Fy) > v(Fy), allora, per
la disequazione sopra, esiste i < m tale che v(G;) < v(F3). In entrambi
i casi si ha la tesi.

]

Come corollario del Teorema 3.1, seguono dei risultati di non deducibilita
intuizionistica di alcune formule classicamente deducibili:

e sia A un atomo proposizionale e sia v una valutazione in Sz tale che
v(A) = g. Allora v(-—A) = v e dunque per il Teorema (3.1} si ha
——A Dép A;

e sia A un atomo proposizionale e sia v la stessa valutazione del punto
precedente. Allora v(=A) = f e v(AV —A) = g. Per il Teorema
¥, AV -A;

Osserviamo che la logica intuizionistica non e completa per nessuna se-
mantica S,,: questo puo essere facilmente visto notando che se A e B sono
atomi proposizionali, la formula di pre-linearita (A — B)V (B — A), sebbene
non deducibile intuizionisticamente, ¢ una tautologia, dato che v(A) < v(B)
oppure v(B) < v(A). |'’| Quanto detto, dietro considerazioni sintattiche che
escludono la deducibilita di tale formula, ad esempio la proprieta della di-
sgiunzione, basterebbe per dimostrare il successivo Teorema [3.2] Preferiamo
comunque riportare di seguito la dimostrazione originale di Godel, che fa uso
esclusivamente del Teorema

Teorema 3.2. Per nessun n € N, la logica intuizionistica risulta completa
per la semantica S,,.

Dimostrazione. Fissiamo n € N e siano Ay, ..., A, degli atomi proposiziona-
li. Consideriamo la formula

F, = \/ (A; = Aj).

1<i<j<n

19La scelta della formula di pre-linearitd come controesempio alla adeguatezza di S,
non e casuale. Denotando, per ogni n € N, con L,, 'insieme delle tautologie di S,,, si puo
dimostrare che se n < m, L, D L, e ogni L,, contiene le formule del tipo in questione.
Tali semantiche dunque individuano delle logiche intermedie tra quella classica e quella
intuizionistica. Chiamando L, := NpenLy, si ha che F' € L, se e solo se I'>, F', dove I' e
I'insieme delle formule del tipo (H — G) V (G — H).
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Poiché per ogni m € N ogni valutazione v soddisfa le proprieta e ,
deve accadere che

o(F =G) = V. se e'solo ée v(F) =v(G),
min{v(F),v(G)} altrimenti.
Per il principio dei cassetti segue che per m < n, la semantica S, riconosce
F,, come tautologia, mentre, se m > n, F, e soddisfacibile in S,,, ma non
valida. Per osservare quest’ultimo fatto basta considerare una valutazione v
per cui se ¢ # j, si ha v(A4;) # v(A;). In tal caso, fissati due indici distinti
i,j, v(A; = A;j) # v e, in particolare, v(F,) # v. Pertanto, dal Teorema
segue che %, I, e dunque che per ogni n c’¢ almeno una tautologia di S5,
(F,+1) non deducibile intuizionisticamente. Questo dimostra la tesi. ]

Il risultato precedentemente puo essere generalizzato per una qualsiasi
semantica vero-funzionale con n valori di verita.

Teorema 3.3. Nessuna semantica vero-funzionale con un numero finito di
valori di verita e adeguata per la logica intuizionistica.

Dimostrazione. [*°|Consideriamo una semantica S con n valori di verita e sup-
poniamo che S sia adeguata per la logica intuizionistica. Denotiamo con v il
valore che si trasmette nelle regole deduttive dalle assunzioni alle conclusioni
(0, equivalentemente, il valore attribuito ad ogni formula deducibile) e con
f il valore assunto da L (un tale valore deve essere diverso da v, altrimenti
per la regola ex falso quodlibet, ogni formula sarebbe una tautologia). Dalla
vero-funzionalita discende che:

e se I’ viene valutata v, allora F'V G deve anch’essa assumere il valore
v, visto che F'>, F'V G.

e se I e GG sono due formule che assumono lo stesso valore di verita, allora
F = G deve assumere il valore v. Cio segue dalla vero-funzionalita
della semantica in questione e dal fatto che esiste un caso particolare,
ad esempio se F' coincide con G, per cui b, [’ = G e dunque tale formula
deve essere valutata v;

Da queste considerazioni e dal principio dei cassetti, segue che, in S, F, 1
¢ una tautologia. Poiché abbiamo supposto che la logica intuizionistica sia

2ONotiamo che nella dimostrazione seguita non si fard menzione alla proprietd della
disgiunzione, sebbene, per provare il risultato, si possa passare anche per tale caratteristica
della logica intuizionistica. Abbiamo preferito riportare il ragionamento originario presente
in [G6d32].
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completa per la semantica in questione, tale formula ¢ deducibile. Abbiamo
gia mostrato, pero, che questo non ¢ possibile, visto che, considerando m > n,
la formula non risulta valida in .S,, e pertanto non deducibile per il Teorema
3.1, Da questo segue 'assurdo e quindi la tesi. O

Il Teoremal3.3| costituisce un forte limite riguardo alle strade che si posso-
no seguire per creare una semantica per la logica intuizionistica. Nel 1936 S.
Jaskowski, in [Jas36], propose una semantica, basata sempre sull’idea delle
valutazioni, pero, con un numero infinito di valori di verita. Sebbene tale
semantica risulti adeguata per la logica intuizionistica, questa non sembra
avere una chiara interpretazione intuitiva. Un altro approccio degno di es-
sere menzionato ¢ quello di A. Tarski e J.C.C. McKinsey che introdussero le
semantiche topologiche e aprirono un fiorente campo di studi che negli anni
60 trovo grande sviluppo grazie a H. Rasiowa e R. Sikorski. In queste righe
presenteremo soltanto dei cenni. L’idea di fondo e quella di associare ad ogni
formula atomica diversa da L un aperto di uno spazio topologico (X, 7) e a
L Taperto (. Si estende poi una tale corrispondenza a tutte le formule del
linguaggio con un procedimento induttivo: ad esempio, la congiunzione vie-
ne interpretata topologicamente come l'intersezione e la disgiunzione come
I'unione. I casi dell'implicazione e della negazione sono meno banali e, in
particolare, denotando con [F] I'aperto associato alla formula F, si ha che

[F - G = Int([F]° U [G]):
[-F] = Int([F).

Ogni spazio topologico (X, 7) con una mappa [—] dalle formule agli aperti
della topologia, che rispetta le regole sopra discusse, costituisce un modello:
una formula F' ¢ ivi soddisfacibile se [F] = X. Per una semantica costruita in
questa maniera si puo dimostrare la validita sia di un teorema di correttezza
che di completezza. Pur non entrando nei dettagli, ci limitiamo ad osservare
che in una tale semantica non vale il principio del terzo escluso. Ad esempio
(R,7), dove 7 ¢ la topologia euclidea standard, non soddisfa A vV —A se
attribuiamo ad A 'aperto (—o0,0): infatti, [-A] = Int([A]°) = (0, +o0) e
dunque [AV -A] =R\ {0} #R.

Nel seguito cercheremo di percorrere un approccio diverso da quelli sopra
proposti. Costruiremo, infatti, una semantica delle valutazioni non vero-
funzionale che ci aiutera nell’individuazione di una semantica per la logi-
ca intuizionistica. Approderemo, infatti, alla fine, alla semantica di Krip-
ke, giustificandola con un’euristica essenzialmente basata su ragionamenti
sintattico-deduttivi e diversa da quella proposta in [Kri65].
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Come prima cosa, e necessario prendere nota del fatto che il concetto
centrale dell’intuizionismo e quello di dimostrabilita e non di verita, come
indicato nell'Introduzione dell’elaborato e piu nel dettaglio in [Dum?73]. Da
tale considerazione segue che per una descrizione di F' abbiamo bisogno di
almeno tre valori di verita: 1 se dimostrabile, 0 se refutabile (ovvero ¢ di-
mostrabile la sua negazione) e 1/2 se non ¢ né dimostrabile, né refutabile.
Osserviamo che:

e se I’ e dimostrata, = F e refutata;
e se F e refutata, =F e dimostrata;
e se F' non e né dimostrata, né refutata, =F non puo essere dimostrata.

Analizziamo meglio quest’ultimo caso: supponendo F' né dimostrata, né re-
futata, nulla vieta che —F possa essere refutata. Infatti una refutazione di
tale formula, in generale, non e una dimostrazione di F' visto che in logica
intuizionistica non ¢ valida la legge di doppia negazione. Nel caso in cui F' e
valutata 1/2, quindi —=F puo essere valutata sia 1/2 che 0. Da questo segue
che una conoscenza adeguata di F' in realta non si ha osservando soltanto F',
ma anche —F'. |#!| Nel seguito, diremo per comodita che “F' & 1/2 —1/2” per
dire che F non & né dimostrata, né refutata, cosi come —F; che “F & 1/2—0”
se F' non ¢ né dimostrata, né refutata, ma —F e refutata; che “F & 1/2” se
F non ¢ 0o 1. A volte, ancor piu semplicemente, diremo “F = 1/2 —1/2”
per indicare che F' ¢ 1/2 — 1/2 e, analogamente, per gli altri valori di verita.

Basandoci quindi su questi 4 valori, di cui sopra abbiamo discusso, cer-
chiamo di identificare delle tavole di verita. Dal discorso appena condotto
segue la Tabella[6] Notiamo che per la legge di tripla negazione, valida grazie
alla Deduzione [1] in Appendice [A] possiamo limitarci ad analizzare formule
dove compaiono al piu due ripetizioni consecutive del simbolo —.

21Tn linea teorica sembrerebbe necessario interrogarsi anche su =—F, per un’informazione
completa sulla formula iniziale. Questo, pero, puo essere evitato poiché

e se F' ¢ dimostrata (F =1 — 0), allora =—F & dimostrata;
o se I ¢ refutata (F' =0 — 1), allora =—F' ¢ refutata;

e se I’ non ¢ né dimostrata, né refutato e —=F & refutata (F' = 1/2 —0), allora =—F &
dimostrata;

e se I non ¢ né dimostrata, né refutata e =F anche non ¢ né dimostrata, né refutata
(F =1/2-1/2), allora =—F non ¢ né dimostrata (altrimenti sarebbe refutato —F),
né refutata (altrimenti sarebbe dimostrato —F).
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F —F ——F
1-0 0—1 1—0
1/2-0 0—1 1—0

12-121/2=1/2|1/2—-1/2
0—1 1—0 0—1

Tabella 6: Tavola per la negazione

Per analizzare gli altri casi spieghiamo prima il principio che ci guida.
Attribuire un dato valore di verita ad una formula F' significa fare delle
ipotesi sulla deducibilita di F', =F e =—F"

e se F'=1—0, stiamo supponendo che F' (e =—F) sia deducibile;
e se F'=0— 1, stiamo supponendo che —F sia deducibile;

e se ' = 1/2 — 0, stiamo supponendo che F' non ¢ deducibile ma lo &

e se F'=1/2—1/2, non stiamo facendo alcuna assunzione di deducibilita.

Supponiamo dunque di aver valutato F' e GG e di doverci esprimere su F'o G.
Per quanto detto precedentemente, i valori attribuiti ad F' e a GG corrispon-
dono ad assunzioni sulla deducibilita di alcune formule. Se da queste risulta
deducibile F oG, allora F'oG verra valutata 1 —0; se risulta refutabile F oG,
allora essa sara valutata 0 — 1; se F o GG non e né deducibile, né refutabile
allora assumera il valore 1/2 — 0 o 1/2 — 1/2 qualora, rispettivamente, sia
deducibile =—F' 0 meno. Si nota subito, tuttavia, che la deducibilita di FoG
(e negazioni, ovvero =(F o G) e == (F o)) non & una questione che interes-
sa unicamente la deducibilita di F' e di G (e negazioni), ma anche la forma
di F'e G. A titolo di esempio osserviamo che, valutando F' e G entrambi
1/2—1/2, ovvero non sfruttando alcuna informazione sulla loro deducibilita,
non possiamo concludere la deducibilita di =(F A G) in generale; tuttavia,
se GG coincide con —F (e questo ¢ coerente coi valori di verita assunti dalle
due formule), la formula in questione coincide col principio di non contrad-
dizione, dimostrabile anche intuizionisticamente. In tali casi di “ambiguita”,
attribuiamo piu valori di verita ad F o G. La semantica delle valutazioni che
mostreremo, dunque, differisce da quella classica almeno in due aspetti:

e i valori di verita a disposizione sono 4;

e il valore di verita di £’ o G potrebbe non essere unico.
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Riportiamo di seguito la Tabella |7| e studiamo alcuni casi significativi
per comprendere perché sono stati attribuiti determinati valori. Si prestera
particolare attenzione ai casi in cui per una formula risultano piu valori
possibili:

e se I’ e G sono entrambi valutati 1 — 0, allora FFAG ¢ 1 — 0, in quanto
dimostrabile da F' e da G. Vale anche il viceversa, visto che da una
dimostrazione di F' A G seguono una dimostrazione di F' e una di G;

e se una delle due formule, ad esempio F', ¢ valutata 1 — 0, indipenden-
temente dal valore assunto da G, 'V G ¢ 1 — 0, in quanto deducibile
assumendo la deducibilita di F. Inoltre, se F'V G € 1 — 0, in base alla
proprieta della disgiunzione, significa che F' ¢ dimostrabile o lo ¢ G e
quindi almeno una delle due e valutata 1 — 0;

e se G ¢ deducibile oppure F' ¢ refutabile, allora F' — G e deducibile,
dato che G, FF — G e che ~F v, FF — G (Deduzione , Appendice

A).

e siano FF=1/2—0e G =1/2—0. Indipendentemente dalla forma di F’
e di G, dunque, sappiamo che sono deducibili =—F e =—=G ma non F
o G:

— F A G non ¢ deducibile altrimenti lo sarebbe anche F', contro
F =1/2 — 0; non ¢ refutabile perché -(F A G), =—F >, =G (De-
duzione Appendice , contro G = 1/2 — 0. Infine poiché
sussiste la seguente deduzione ——F, =—=G >, == (F A G) (Deduzio-
ne , Appendice , FAG=1/2-0 e il risultato ottenuto vale
indipendentemente dalla forma di F' e di G.

— F'V G non puo essere 1 — 0 perché sia F' che G sono diversi da
1—0, contro la proprieta della disgiunzione; non puo essere refuta-
bile, altrimenti sarebbe refutabile F' (Deduzione |5, Appendice ,
contro F' = 1/2 — 0. Infine, poiché sussiste la seguente deduzione
——F b, == (FVG) (Deduzione 13} Appendice[A), FVG =1/2-0
e il risultato ottenuto vale indipendentemente dalla forma di F e
di G.

— F — G non puo essere né 0 — 1, dato che =(F — G) >, =G (De-
duzione |8, Appendice |A)) contro G =1/2 —0, né 1/2 — 1/2, visto
che =—=G >, == (F — G) (Deduzione , Appendice . Dunque
F — G potrebbe assumere solamente 1/2—0 0 1 —0. In generale,
da =—=G e da == F non si puo dimostrare ' — G (cio impliche-
rebbe ad esempio, se F = T e G = AV —A con A atomica, la
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deducibilita del principio del terzo escluso per A), ma in alcuni
casi particolari (ad esempio se F' coincide con G) F — G ¢ de-
ducibile. Dunque F' — G puo assumere sia 1/2 — 0 che 1 — 0, a
seconda della forma delle formule di partenza.

o siano F=1/2-1/2eG=1/2—1/2.

— F AG non puo essere dimostrata, altrimenti sarebbe deducibile F,
contro F' = 1/2; non ¢ deducibile neanche =—(F A G), altrimenti
sarebbe deducibile =—F (Deduzione Appendice, contro F =
1/2 — 1/2. Rimangono quindi unicamente i valori 1/2 — 1/2 e
0 — 1. In generale, non e detto che sia deducibile né F' A G, né le
sue negazioni, pero in alcuni casi particolari (G coincide con —F,
cosa coerente con i valori di verita delle due formule) la formula
in questione ¢ refutata. Dunque F'A G puo assumere sia 1/2—1/2
che 0 — 1.

— F'V G non puo essere dimostrata perché altrimenti, per la pro-
prieta della disgiunzione, F' o GG lo sarebbero; non puo essere re-
futata perché altrimenti sarebbe dimostrabile —F (Deduzione
Appendice [A). Quindi F vV G = 1/2. L’ambiguita su —(F V G)
non puo essere evitata, visto che, sebbene in generale non possa
essere refutata, in alcuni casi particolari (se G coincide con —F,
caso coerente con i valori di verita delle due formule) la formula
in questione e la negazione del principio del terzo escluso per F,
la quale e refutabile.

— F — G non e refutabile poiché seguirebbe che G ¢ refutabile (De-
duzione |8, Appendice . Gli altri valori rimasti possono tutti
essere assunti. In generale, infatti, nulla garantisce che F' — G e
negazioni siano deducibili senza ipotesi su F' e G e cio legittima
la presenza del valore 1/2 — 1/2; se F' coincide con G (caso coe-
rente con i valori di verita delle due formule) allora la formula e
deducibile senza assunzioni attive, legittimando il valore 1 — 0; se
Fée-—-AeGe A con A atomica (caso coerente con i valori di
verita assunti dalle due formule), allora F© — G diventerebbe la
legge di doppia negazione per A che assume il valore 1/2 — 0 in
quanto non deducibile ma deducibile la sua doppia negazione.

Definizione 3.1. Una funzione v che ad ogni formula associa un valore di
verita nell'insieme V' = {1 — 0,0 —1,1/2 — 0,1/2 — 1/2} seguendo le regole
imposte dalla Tabella |7} ovvero v(F o G) ¢ uno dei valori compatibili con
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F G || FAG | FVG | F—G |
1-0 1-0 1-0 1-0
L0 1/2-0 || 1/2-0 1-0 1/2-0
12-12[1/2-1/2] 1-0 [1/2-1/2
0—1 0—1 1-0 0—1
1-0 1/2-0 1-0 1-0
1-0
1p_g | Y20 ) 1/2=0 | 12-0 |,
1/2—1/2[1/2-1/2] 1/2—0 [1/2—1/2
0—1 0—1 1/2-0 0—1
1-0 [[1/2-1/2] 1-0 1-0
1/2—0 || 1/2—-1/2| 1/2—-0 1{2__00
1/2-1/2 o1z | W21 |12 =172 152_1(/)2
0—1 1/2-0 o
0—1 0—1 [1/2-1/2|1/2—-1/2
1-0 0—1 1-0 1-0
01 1/2-0 0-1 1/2-0 1-0
1212 0-1 [1/2—-1/2] 1-0
0—1 0—1 0-1 1-0

Tabella 7: Tavola di verita

v(F) e v(G) secondo la Tabella[7]e tale che v(L) = 0—1 & detta valutazione.
Una valutazione e detta classica se alle formule atomiche associa 1—0 oppure
0 — 1. Una valutazione v soddisfa una formula F' se v(F) =1 —0.

Osserviamo che, se ogni formula atomica viene valutata 1 — 0 o 0 — 1,
nessuna formula pud assumere i valori 1/2—0 e 1/2—1/2 e inoltre la Tabella|[7|
ristretta all’insieme dei valori di verita {1 — 0,0 — 1} coincide con le tavole
di verita classiche. Dunque, se ci restringiamo alle valutazioni classiche, nel
senso della Definizione ritroviamo la semantica classica delle valutazioni
Ssy. Nel seguito, nel caso di valutazioni classiche, capitera di indicare v(F')
1 — 0 semplicemente con v(F) =1e v(F)=0—1 con v(F) =0.

Sebbene non possa rappresentare il punto di arrivo, vanno riconosciuti al-
cuni pregi di una semantica basata su queste valutazioni. Sembra, infatti, che
queste permettono gia di distinguere alcune formule deducibili classicamente
ma non intuizionisticamente. Nella Tabella |8 sono riportati alcuni esempi
facilmente derivabili dalla Tabella [7l Evidenziamo soltanto il caso in cui F'
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viene valutata 1/2, visto che nelle altre circostanze si ricade nella semanti-
ca classica e non si puo scorgere nessuna differenza tra formule deducibili
classicamente e formule deducibili intuizionisticamente.

A [ A=A [-(AA-A) [ —ASA] AV-A [Ao A
1/2 -0 1{2__00 1-0 1/2—0 | 1/2—0 1-0
12-1/2| 12—1/2 |1)2—1/2 | 1)2—1/2| 1/2—1/2
1/2—1/2( 1/2—-0 1-0 1/2—0 | 1/2—0 | 1/2-0
1-0 1-0 1-0

Tabella 8: Esempi rilevanti

Per quanto riguarda le formule deducibili anche intuizionisticamente (se-
conda, terza e sesta colonna), esse sono valutate 1/2 oppure 1, qualsiasi sia
il valore di verita di A. Tuttavia per le formule deducibili solo classicamente
esistono dei valori di verita di A (1/2 — 0 per la quarta colonna e 1/2 — 0
0 1/2 —1/2 per la quinta colonna) per cui nessuna valutazione valuta 1 la
formula considerata, ma solo 1/2. Sembrerebbe quindi che valga una sorta
di teorema di correttezza:

Ipotesi 3.4. Se una formula F é deducibile intuizionisticamente, allora per
ogni scelta di valor: di verita a livello atomico, esiste una valutazione v che
condivide tali giudizi e che soddisfa F'.

La validita di una tale proprieta sembra ragionevole visto come e stata
creata la Tabella[7] e verra dimostrata in seguito, nel Corollario 3.8l Notiamo
che tale asserzione gia basterebbe per dimostrare la non deducibilita del
principio del terzo escluso e della legge di doppia negazione.

Ribadiamo che, comunque, sebbene tale semantica sembri cogliere alcune
differenze tra logica classica e intuizionistica, essa presenta dei problemi:
uno di questi e che ci sono valutazioni che si esprimono su formule deducibili
intuizionisticamente in maniera diversa da 1 — 0. A titolo di esempio si
osservi che se A ¢ un atomo, esiste una valutazione v per cui v(A) =1/2—-0
ev(A — A)=1/2-0, sebbene tale formula sia deducibile. Un motivo di tali
errori puo essere rintracciato nella simmetria che sottosta a tale semantica.
Per come sono state concepite le valutazioni, infatti, se F' e G hanno lo stesso
valore di verita, dal punto di vista semantico non sono distinguibili F o G e
F o F. Ad esempio, se F' e G assumono entrambi il valore 1/2 — 1/2, non
c’e nulla che discrimina ' — G da F' — F, in quanto i valori che possono
essere assunti da una valutazione nelle varie formule in questione sono gli
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stessi. Ovviamente, cio costituisce un problema, visto che c¢’e¢ una differenza
sostanziale tra le due formule: la seconda e sempre deducibile, la prima in
generale no. E questa asimmetria della sintassi che non trova corrispondenza
nella semantica individuata a generare problemi.

Si potrebbe pensare di intervenire sulla Tabella[7]operando delle distinzio-
ni basate sulla forma di F' e G. Tale procedimento sembra molto complesso
e spieghiamo il perché con uno dei casi pitt semplici in cui si presenta tale
problema. Supponiamo che F' e G siano valutate 1/2 — 1/2 e vogliamo as-
sociare un valore di verita a F' A G. Dalla Tabella [7] risultano due i valori
possibili. Sotto quali condizioni F' A G deve essere valutata 0 — 17 Sicura-
mente un caso € quando una formula e la negazione dell’altra, ma esistono
altre relazioni di forma tra le due formule che forzano la refutabilita di F'AG.
Ad esempio se G >, =F, F' A G implicherebbe la negazione del principio di
non-contraddizione e quindi va refutata. Molto probabilmente ci saranno
altri rapporti di deducibilita tra F' e G che comportano la refutabilita del-
la formula in questione e sembra estremamente difficile tener conto di tutte
queste differenze in maniera semplice ed algoritmica, senza creare un alter
ego di un sistema deduttivo per la logica in questione. Preferiamo dunque
evitare tale modo di procedere, pur sacrificando, per preservare la semplicita
della costruzione fornita, alcuni possibili vantaggi che ne potremmo trarre.
Nella sezione successiva cerchiamo di focalizzarci sulle valutazioni come sopra
definite e di “adeguare” quelle che lo richiedono.

3.2 Processo di adeguamento di una valutazione

Innanzitutto ribadiamo che i problemi della semantica, sopra evidenziati, ri-
siedono tutti nel caso in cui una formula viene valutata 1/2: nella circostanza
in cui, infatti, ogni formula viene valutata 0 — 1 o 1 — 0, si ricade nelle tavole
di verita classiche e, in particolare, non c¢’e possibilita di scelta su quale valore
assegnare ad una formula, in quanto univocamente determinato. Cerchiamo
quindi, nel caso in cui una valutazione valuti 1/2—0 0 1/2—1/2 una formula,
di creare un espediente per giungere a delle valutazioni “adeguate”. Prima
di fare questo, tuttavia, proviamo a formalizzare meglio tale termine.

Definizione 3.2. Sia {4; : i € N} l'insieme delle formule atomiche del
linguaggio. Una funzione h e detta adeguata se per ogni formula F"

e W(F) = 1 —0 se e solo se dall'insieme di formule {4, : i € N} ¢
deducibile F;

e h(F) = 0 — 1 se e solo se dall'insieme di formule {4," : i € N} &
deducibile —F’;
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e h(F)=1/2—0 se e solo se dall'insieme di formule {A4," : i € N} non &
deducibile F' ma e deducibile =—F,

e h(F)=1/2—1/2 se e solo se dall'insieme di formule {A4;" : i € N} non
e deducibile né F', né = F, né =—F,

dove:
e A" coincide con A4; se h(A;) =1—0;
e A;" coincide con —A4; se h(A;) =0 — 1;
e A" coincide con ~—A; se h(4;) = 1/2 — 0;
e A coincide con T se h(4;) =1/2 —1/2.
Una funzione che non e adeguata e detta inadeguata.

Visto I'approccio classico adottato a livello metamatematico, € normale
affermare che, fissato il valore di verita per ogni formula atomica, esiste una
e un’unica funzione adeguata che condivide tali giudizi atomici. Tuttavia,
non e per nulla evidente che esistano delle valutazioni adeguate, ovvero delle
funzioni adeguate che siano anche delle valutazioni. Vale, pero, la seguente
proprieta, che non ¢ altro che una generalizzazione dell’argomento della di-
mostrazione del Teorema di Completezza per la logica proposizionale classica
dovuta al logico ungherese L. Kalmar.

Proprieta 3.5. Una valutazione classica v € adequata.

Dimostrazione. Sia F' una formula, A;,..., A, i suoi atomi proposizionali,
v una valutazione classica e I' = {AY,..., AV}, dove usiamo la notazione
della Definizione Osserviamo che I'" & coerente, in quanto esiste una
valutazione classica (v) che lo soddisfa. Consideriamo le seguenti proprieta:

v(F)=1-0se esolosel'>, F;
v(F) =0—1 se e solo se I'>, ~F.
Da queste segue facilmente la tesi visto che v & classica e non puo mai accadere
che v(F) =1/2 -0 o0 v(F) = 1/2 —1/2. Inoltre, visto che si verifica uno e
un solo caso tra v(F) =1—0e v(F) =0—1, e che I (¥, L, dimostrare le
proprieta sopra equivale a dimostrare le seguenti:
se v(F) =1—0, allora I >, F;
se v(F) =0—1, allora I'>, =F.

Procediamo nella dimostrazione della validita delle implicazioni sopra, per
induzione sull’altezza di F"
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e sia F' = [ A Fy. Poiché v ¢ classica, se v(F) = 1 — 0, allora v(F}) =
v(F3) =1—0. Per ipotesi induttiva, questo equivale a dire che I' >, F}
e 'p, Fy e cioe che I'>, F. Se v(F) =0—1, allora v(F;) =0—-10
v(Fy) = 0 — 1. Senza perdita di generalita, supponiamo di essere nel

primo caso e, per ipotesi induttiva, I' >, =F;. La tesi segue dal notare
che =Fy >, =(F; A F) (Deduzione [4, Appendice [A]).

e sian ' = F} V Fy. Poiché v ¢ classica, v(F) = 1 — 0 se e solo se
v(F) =1—=0o0v(Fy) =1—0. Per ipotesi induttiva, questo equivale a
dire che I'>, Fy 0 'y, Fy, il che implica I'>, F'. Se v(F) = 0 — 1, allora
v(Fy) =0—1ev(Fy) = 0—1. Per ipotesi induttiva, I'>, = F} e I'v, —F,
da cui segue la tesi notando che ~Fy, = Fy >, =(F; V Fy) (Deduzione
Appendice .

e sia F' = —F). Se v(F) =1—0, allora v(F;) = 0 — 1 e per ipotesi
induttiva I'>, F. Se v(F) = 0 — 1, allora v(F;) = 1 — 0 e per ipotesi
induttiva, I'>, Fy. Poiché Fy >, ==F}, si ha I'>, = F;

e sia ' = Fy — F,. Se v(F) =1-0, allora v(F;) = 0 — 1 oppure
v(Fy) =1 —0. Per ipotesi induttiva, dunque, I'>, =F; o I'>, F e in
entrambi i casi da I si deduce F'. Se v(F') = 0—1, ovvero v(F;) =1-0
e v(Fy) = 0—1, allora la tesi segue dal fatto che Fy, = Fyr, =(F) — F)

(Deduzione Appendice [A).
]

Come abbiamo gia evidenziato precedentemente, non ¢ detto che esistano
valutazioni adeguate, sebbene sembri ragionevole supporlo per come e stata
costruita la Tabella |7l In particolare, I'esistenza di valutazioni adeguate per
una qualsiasi scelta di valori di verita a livello atomico e essenzialmente lega-
ta al teorema di correttezza espresso nell’Ipotesi attraverso il successivo
Teorema [3.9] si capira che effettivamente esistono tali valutazioni. Per la
costruzione di una semantica adeguata per la logica intuizionistica quello che
cerchiamo e proprio un metodo per trovare valutazioni adeguate. Vista la
gia discussa difficolta di introdurre una tale nozione, sebbene questo sia il
nostro fine ultimo, proseguiremo cercando piuttosto di evitare le valutazio-
ni non adeguate, ovvero affinando un metodo che ci permetta facilmente di
escluderle: in linea teorica potremmo alla fine rimanere con qualche valuta-
zione (che sara dunque adeguata) oppure eliminarle tutte. Per il Teorema
ci troveremo nel primo caso. Nel seguito parleremo di “processo di ade-
guamento di una valutazione” o di “adeguare una valutazione” intendendo
ogni accortezza che ci permetta di scartare alcuni valori di verita, assumibili
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secondo la Tabella 7| da una formula, che renderebbero sicuramente inade-
guata la valutazione. Ribadiamo, per chiarezza, quindi, che il tentativo sara
quello di trovare una valutazione adeguata, ma poiché non sappiamo ancora
se una tale valutazione esita, cercheremo di evitare che essa si esprima in
maniera inadeguata gia in formule molto semplici.

Osserviamo che, fissati i valori di verita per le formule atomiche, la fun-
zione adeguata che condivide tali giudizi ¢ unica. Siano infatti hy e hs
due valutazioni adeguate distinte. Esistera, dunque, una formula F' per cui
hi(F) # ho(F) e da questo segue facilmente (considerando eventualmente
anche —F o ——F") lesistenza di una formula G per cui, senza perdita di
generalita, h1(G) = 1 —0 e hy(G) # 1 — 0. Ma non puo accadere che da
uno stesso insieme {A;" : i € N} = {4,” : i € N} sia nello stesso tempo
deducibile e non deducibile GG, da cui ’assurdo.

In alcuni casi e abbastanza semplice riconoscere una valutazione inade-
guata. Ad esempio, nel caso in cui F' = 1/2—1/2 i valori possibili per I’ — F'
sono tre: 1/2—1/2,1/2—0, 1 — 0. Di questi solo I'ultimo ¢ quello corretto
per la formula che stiamo considerando, vista la sua deducibilita. Notiamo
che possiamo, pero, facilmente escludere il primo valore ricorrendo solamen-
te alle valutazioni classiche. Infatti, sapendo che ogni valutazione classica
si esprime su F' — F'1 — 0, per la adeguatezza di Sy per la logica classica,
si ha che b .F" — F e dunque, per il Teorema di Glivenko, necessariamente
>, (F — F). Un altro esempio degno di essere studiato ¢ costituito da
—(F A=F). Valutando sempre F' = 1/2—1/2, si ha =F = 1/2—1/2 e quindi
i valori possibili per F' A =F sono 1/2 —1/2 0 0 — 1. Tuttavia, il fatto che
classicamente e deducibile =(F A =F) permette di concludere, sempre per
il Teorema di Glivenko, che tale formula ¢ deducibile anche intuizionistica-
mente e percio, grazie a questa accortezza, si riesce ad attribuire il giusto
valore di verita alla formula considerata. Le valutazioni classiche, pertanto,
permettono in maniera semplice di riconoscere alcune valutazioni inadeguate.

Ad una valutazione, quindi, possiamo associare in maniera “compatibile”,
in un senso da specificare, un insieme di valutazioni classiche. Supponiamo
ad esempio di interrogarci sull’adeguatezza di una valutazione che si esprime
1 — 0 su una formula atomica A, ovvero, in altre parole, cercare di capire se
una formula generica F' e deducibile da A o non lo e. Per avere una prima
risposta in merito, posso indagare la questione a livello classico, cercando di
capire se F' ¢ conseguenza nella semantica classica di A. A tale scopo, non
saranno necessarie tutte le valutazioni classiche, ma solo quelle che si espri-
mono vere su A. In maniera analoga si puo argomentare il fatto che, dovendo
testare se una valutazione che in A si esprime 0 — 1 sia adeguata o meno,
bisogna ricorrere alle valutazioni classiche che considerano false A. Tali due
casi preliminari ci permettono di affrontare il caso spinoso in cui A = 1/2. Se
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una valutazione si esprime su A 1/2—0, allora si esprime 0—1 su = A e quindi
dovremo considerare le valutazioni classiche che considerano falsa = A. Data
la bivalenza delle valutazioni classiche, questo equivale a considerare l'insie-
me delle valutazioni che ritengono vera A. Per il caso in cui A =1/2 —1/2,
invece, non ci si puo limitare ad una delle classi sopra presentate di valuta-
zioni classiche. Infatti, in questo frangente, se dobbiamo valutare in maniera
adeguata una formula F', non abbiamo nessuna relazione di conseguenza se-
mantica da testare e quindi F' sara 1 — 0 se e deducibile, indipendentemente
da deduzioni di A, A o —-—A (che non sussistono). Pertanto, dovremmo
considerare tutte le valutazioni classiche, sia quelle che si esprimono vere su
A, sia quelle che si esprimono false. Introduciamo, in maniera rigorosa, tale
concetto di “compatibilita” che risultera utile nel seguito:

Definizione 3.3. Sia {4; : i € N} linsieme delle formule atomiche del
linguaggio. Una valutazione classica v. € compatibile con una valutazione v
se e solo se:

(2

e per ognii € N, se v 1 —0, allora v.(4;) = 1;

1

(A;)
e per ogni i € N, se v(A;) =0 — 1, allora v.(A;) = 0;
e per ogni i € N, se v(4;)

1/2 — 0, allora v.(A;) = 1;
e per ogni i € N, se v(A4;) =1/2 —1/2, allora v.(4;) =1 o v.(4;) = 0.

Prima di proseguire consideriamo un esempio semplice che ci guidera:
supponiamo di avere una valutazione v che si esprime 1/2 — 1/2 sulla for-
mula atomica A e supponiamo di voler evitare che sia inadeguata almeno
per le formule che contengono come atomo solo A. Ha senso distinguere le
valutazioni classiche che consideriamo in due classi: quelle che si esprimono
vere su A e quelle che si esprimono false. Osserviamo inoltre che due valuta-
zioni classiche che si esprimono allo stesso modo su A, si esprimeranno allo
stesso modo anche sulle formule che contengono solo A come atomo, indi-
pendentemente dai valori attribuiti ad altre formule atomiche diverse da A:
considereremo dunque, visto lo scopo in esame, solo due valutazioni classiche,
v} e v? le quali si esprimono rispettivamente 1 e 0 su A e arbitrariamente su-
gli altri atomi. Osservando la Tabella[§|e combinando le informazioni fornite
dalle valutazioni classiche, ovvero eliminando i valori di verita incoerenti con
uno studio basato sulla semantica classica, otteniamo la Tabella 9]

Commentiamo tale risultato evidenziando alcune conquiste implicate da
tale approccio:

e la terza colonna mostra come, qualsiasi sia il valore di A, ogni valuta-
zione riconosce vera il principio di non-contraddizione per A.
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[ A J[ASA[-(AN-A)[—-A5A[AV-A[ A~ A]

1/2 -0 1{2__00 1-0 1/2—0 [ 1/2—0| 1-0
121/ 1{2_—00 Lo 1{2_—00 12— 0 1{2_—00

Tabella 9: Effetti dell’intervento delle valutazioni classiche nella Tabella

e la quinta colonna mostra come, qualsiasi sia il valore di A, ogni valuta-
zione riconosce falsa la negazione del principio del terzo escluso, ovvero
riconosce vera =—(A V —A). Inoltre, ogni valutazione che si esprime
1/2 su A, si esprime 1/2 — 0 su AV —A, come previsto;

e ogni valutazione riconosce la deducibilita di =—G per ogni formula G
considerata in tabella.

Mettiamo subito in luce il limite di considerare solo le valutazioni classi-
che. Infatti non si ha, come e da aspettarsi, una distinzione tra le formule
deducibili intuizionisticamente e quelle deducibili solo classicamente. A ti-
tolo di esempio notiamo che, sebbene entrambe le valutazioni classiche con-
siderate v! e v? reputino A V —A una tautologia, questa non ¢ deducibile
intuizionisticamente. Rimane indispensabile la valutazione di partenza.

Introduciamo gia con questo esempio, un primo collegamento tra la se-
mantica che stiamo creando e quella di Kripke, sperando che questo, seppur
spiegato ora in maniera imprecisa e incompleta, servira a capire meglio la
strada percorsa nel seguito. Riprenderemo tale discorso nella Sezione
Il processo di adeguamento di una valutazione che si esprime 1/2 — 1/2 su
A, puo essere descritto dall’albero in Figura |2l La radice 0 corrisponde al-
la valutazione iniziale mentre le foglie 1 e 2 corrispondono alle valutazioni
classiche utilizzate nel ragionamento precedente e cio¢ rispettivamente v! e
v2. Un’argomentazione analoga mostra come la Figura rappresenti un tale
processo per una valutazione che si esprime su A 1/2 — 0.

1 A\/Q —-A
0
Figura 2: Albero del processo di adeguamento di una valutazione per cui

A=1/2-1/2
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le A

0

Figura 3: Albero del processo di adeguamento di una valutazione per cui
A=1/2-0

Quanto detto finora, circa la relazione tra valutazioni e semantica classica,
puo essere riassunto nel seguente teorema.

Teorema 3.6. Sia v una valutazione e siano F' e G due formule.
1. Allora:
(a) se ogni valutazione classica compatibile con v falsifica F' e v(F) #
0 —1, allora v ¢ inadeguata;
(b) se ogni valutazione classica compatibile con v rende vera F' e
v(—~—F) #1—0, allora v é inadeguata.
2. Di conseguenza, nel caso in cui v(F) =v(G) = 1/2-1/2 si ha:
(a) se ogni valutazione classica compatibile con v falsifica FF'N G e
v(FAG)=1/2—-1/2, allora v é inadeguata;

(b) se esiste almeno una valutazione classica compatibile con v che
rende vera F NG e v(F ANG) =0—1, allora v é inadeguata;

(c) se ogni valutazione classica compatibile con v rende vera F'V G e
v(FVGE)=1/2-1/2, allora v ¢é inadeguata;

(d) se esiste almeno una valutazione classica compatibile con v che
rende falsa FFNV G ev(FVG)=1/2—0, allora v ¢ inadeguata;

(e) se ogni valutazione classica compatibile con v rende vera F' — G
ev(F— G)=1/2—-1/2, allora v ¢ inadeguata;

(f) se esiste almeno una valutazione classica compatibile con v che
rende falsa F — G ev(F — G) # 1/2—1/2, allora v ¢ inadeguata.

Dimostrazione. Basta dimostrare 1. visto che 2. ne ¢ un semplice corollario
considerando la Tabella[7l Sia I' = {A; : i € N} D'insieme delle formule ato-
miche del linguaggio e indichiamo con I'V I'insieme {A? : i € N}, dove usiamo
la notazione della Definizione 3.2 Osserviamo che ogni valutazione classica
compatibile con v riconosce vera una qualsiasi formula di I'Y e, viceversa,
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ogni valutazione classica che valuta ogni formula di I'" 1 — 0 & compatibile
con v. Segue che ogni valutazione classica compatibile con v falsifica F' se e
solo se I'Y F. =F', dove F. indica la relazione di conseguenza semantica nella
semantica delle valutazioni classica. Per il Teorema di Adeguatezza per la
logica proposizionale classica, questo equivale a I'">,. —~F' e per il Teorema di
Glivenko a I'V >, =F, da cui il punto a). Il punto b) segue immediatamente
da a) e dalla bivalenza delle valutazioni classiche. ]

Osservando la Tabella [7] tale risultato permette subito di dipanare ogni
dubbio sul valore di verita attribuito da una ipotetica valutazione adeguata
ad una formula F' priva del simbolo —.

Essenzialmente, 'approccio che abbiamo usato finora cerca di adegua-
re una valutazione attraverso le valutazioni classiche compatibili con quella
di partenza. Tuttavia, si potrebbe pensare di usare anche altre valutazio-
ni. Sembra infatti del tutto naturale, nel cercare di evitare il caso in cui
la valutazione che si esprime sugli atomi A e B 1/2 — 1/2 risulti inadegua-
ta, considerare anche delle valutazioni “intermedie” tra quella di partenza e
quelle classiche.

Chiariamo come si vuole procedere con un esempio. Supponiamo di voler
capire se ¢ deducibile o meno la formula F' := A — (-—B — B), senza
assunzioni sulla deducibilita degli atomi A e B o delle loro negazioni. Consi-
derando, a tal scopo, una valutazione v per cui sia A che B risultano 1/2—1/2,
si ha, per la Tabella[7, che v(F) € {1/2—1/2,1/2 — 0,1 — 0}; attraverso le
valutazioni classiche ci si rende conto del fatto che >.F' e, quindi, che deve
essere scartato il caso in cui v(F) = 1/2 — 1/2. In realta possiamo escludere
anche la deducibilita di F': se fosse deducibile si avrebbe una dimostrazione
della formula in questione ripercorribile anche nel caso in cui =—B e A siano
deducibili ma non lo ¢ B. In questo caso pero si avrebbe una dimostrazione
anche di B, il che va contro le ipotesi fatte. Parlando in termini di valuta-
zioni, la valutazione v che si esprime 1 — 0 su A e 1/2 — 0 su B vieta alla
valutazione per cui A e B valgono 1/2 — 1/2 di valutare F' 1 — 0. Infatti,
v(——B — B)=1/2—-0e 9(F)=1/2—0, ovvero v non soddisfa F.

Il nocciolo del modus operandi che I’esempio precedente mostra puo essere
schematizzato nei seguenti punti:

e |'utilizzo di una valutazione v nel processo di adeguamento di una valu-
tazione di partenza v, aggiunge delle ipotesi sulla deducibilita di alcune
formule (quelle che v valuta 1 — 0);

e se v sancisce che una formula F' e deducibile, allora lo ¢ anche con
le ipotesi aggiuntive associate ad una valutazione v che compare nel
processo di adeguamento di v;
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e se un valore possibile di v(F') entra in contraddizione con le ipotesi di
deducibilita introdotte, v ¢ inadeguata e dunque valutazioni di questo
tipo devono essere scartate.

Ovviamente, come nel caso delle valutazioni classiche, non tutte le ipotesi
aggiuntive sono coerenti con la valutazione di partenza e dunque utili: se que-
sta ritiene deducibile un atomo A, non puo in alcun modo essere compatibile
Iipotesi di refutabilita dello stesso. Cio motiva la seguente definizione.

Definizione 3.4. Sia {4; : ¢ € N} linsieme delle formule atomiche del
linguaggio. Una valutazione v e compatibile con una valutazione v se e solo
se:

e per ogni i € N, se v(A;) =1—0, allora v(4;) =1—0;
e per ogni i € N, se v(A4;) =0—1, allora v(4;) =0 —1;

e per ogni i € N, se v(4;) = 1/2 — 0, allora v(A;) = 1/2 — 0 oppure
v(A;) =1-0;

e perognii € N,sewv(A;) =1/2—1/2, allora v(4;) puo assumere qualsiasi
valore di verita.

Confrontando la Definizione e la Definizione osserviamo che una
valutazione classica € compatibile con v se € una valutazione sia classica che
compatibile con v.

3.3 Un primo modo di procedere

In questa sezione percorriamo la strada su cui risulta pit naturale procede-
re, date le considerazioni fatte in precedenza. Sebbene la semantica a cui si
giunge in tal modo presenti dei problemi che verranno risolti nella sezione
successiva, ci sembra utile soffermarci nel comprendere dove risiede precisa-
mente l'errore. Questo permettera di motivare in maniera valida le scelte
compiute nel seguito.

Per quanto detto, nel processo di adeguamento di una valutazione v,
sembra ragionevole ricorrere a tutte le valutazioni compatibili con v. In
particolare, se v(A) = 1/2 — 1/2, & sensato ricorrere a v che si esprime su A
1/2 — 0; a sua volta dovremo cercare di rendere v adeguata e quindi potra
essere utile anche la valutazione v, che valuta A 1 — 0 e che coincide con una
valutazione classica compatibile con v. Essendo la nozione di ‘valutazione
compatibile’ transitiva, si comprende 1'utilita di ricorrere ad un albero per
rappresentare i vari legami tra le valutazioni. Tale albero avra le seguenti
caratteristiche:
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alla radice e associata la valutazione di partenza e dunque i vari nodi
dell’albero rappresenteranno le valutazioni compatibili con quelle di
partenza che verranno utilizzare nel processo di adeguamento;

ad ogni nodo sara associata una valutazione che sara 1’oggetto del pro-
cesso di adeguamento tramite le valutazioni associate ai nodi successivi;

la valutazione associata ad un nodo e compatibile con la valutazione
associata ad un suo qualsiasi predecessore e diversa da questa;

nell’albero potranno comparire piu nodi associati ad una stessa valu-
tazione v: questo succedera, ad esempio, quando v € compatibile con
due valutazioni incompatibili fra loro;

I’albero e finito. Nel testare, infatti, la deducibilita di una formula F,
due valutazioni che si esprimono sugli atomi di F' allo stesso modo, non
aggiungono informazioni diverse nel processo di adeguamento di F' e
dunque le considereremo uguali. “*| Visto che gli atomi di F sono finiti,
le valutazioni compatibili con quella di partenza, e diversa da questa,
sono, modulo tale identificazione, in numero finito. Come abbiamo
detto, pero, una stessa valutazione puo essere associata a piu nodi e
quindi tale argomento non basta per mostrare la finitezza dell’albero in
questione. Tuttavia, esso e sufficiente per garantire che, se in F' compa-
iono n atomi, i successori immediati di un nodo siano al pitt 3" (nel caso
peggiore in cui v valuta 1/2 — 1/2 ogni atomo, questo ¢ il numero delle
valutazioni compatibili con v). E facile mostrare, inoltre, che un ramo,
ovvero una successione {v; : ¢ € I} per cui se i < j, v; € compatibile e
non identificabile con v;, € sempre finito, indipendentemente dal nodo
di partenza: un limite superiore sul numero di nodi presenti sara 2".
Cio basta per concludere la finitezza dell’albero in questione;

ad ogni foglia ¢ associata una valutazione classica: in particolare se ad
un nodo k corrisponde la valutazione vy, ad ogni foglia successiva a k
¢ associata una valutazione classica compatibile con wy.

Per comodita rappresentativa, permettiamo anche che I’albero sia etichettato:
se un nodo e minimale tra quelli per cui la valutazione associata rende vera
A o —A, lo etichettiamo rispettivamente con A o con = A. Per chiarire meglio
la situazione, mostriamo in Figura |4/1’albero associato ad una valutazione v
che si esprime su Aesu B 1/2 —1/2.

22Ge volessimo formalizzare tale concetto matematicamente, si potrebbe dotare I’insieme

delle valutazioni di una relazione di equivalenza ~pg che sussiste tra due valutazioni che
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3e B 40 -B 240 A 13 & —B 140 B
20/ 23 e =B \HOﬂA
1e
. . ) . o . .
17 16 15 \18 19 20
5
9 e ~B 21 @ - A \60B
100°A 11'e —-A 220 B 70/ e -4

Figura 4: Albero associato ad una valutazione v per cui v(A) = v(B) =

1/2-1/2.

57



Nell’albero compaiono tutte le valutazioni possibili, eventualmente piu
volte se, come spiegato in precedenza, risultano compatibili con due valuta-
zioni che non sono in alcuna relazione di compatibilita tra loro.

Viste le etichette relative ad un nodo e ai suoi successivi, e considera-
to come e stato concepito ’albero associato al processo di adeguamento,
non dovrebbe essere difficile capire, limitandoci all’osservazione del grafo
in questione, come la valutazione associata al nodo si esprime sugli atomi
proposizionali. Mostriamolo nel dettaglio:

e se k e etichettato con A, allora la valutazione associata al nodo k valuta
Al-0;

e se k e etichettato con —A, allora la valutazione associata al nodo k
valuta 0 — 1;

e se k non ¢ etichettato né con A, né con —A, allora valuta A 1/2 -0 o
1/2 — 1/2. Per capire in quale frangente ci troviamo, basta osservare
I'insieme delle valutazioni compatibili. Nel secondo caso compariranno
valutazioni che falsificano A, mentre nel primo no.

Per maggiore chiarezza, portiamo alcuni esempi tratti sempre dall’albero in
Figura al nodo 2 ¢ associata una valutazione che valuta A 1 —0 e B
1/2—1/2; al nodo 16 la valutazione per cui A=1—-0e B = 1/2—0; ai nodi
3,7, 17 e 20 quella per cui A=1—-0e B=1—0; ai nodi 4 e 10 quella per
cuiA=1—-0eB=0-1.

Si osserva una forte simmetria del grafo in questione rispetto ad A e a
B. Formalmente, se denotiamo con (K, <, E') 'albero etichettato in Figura
(E & una funzione che ad ogni nodo k associa il sottoinsieme degli atomi del
linguaggio e delle loro negazioni che etichettano k) e con (K, <, E*) quello
che si ottiene scambiando nelle etichette A con B (e quindi —=A con —B), essi
sono alberi diversi ma isomorfi: esiste una biezione ¢ : K — K che rispetta
l'ordine (k < k' se e solo se (k) < (k') e che rispetta le etichette (k e
etichettato con A, B, = A, =B se e solo se ¢(k) ¢ etichettato, rispettivamente,
con B, A,-B,—A).

Notiamo che sebbene 'albero presenti tale simmetria, non ve ne
e una rispetto ad A e ~A. In particolare, visto che =A non puo as- 3enB
sumere il valore 1/2 — 0, non puo accadere una configurazione come

quella riportata a destra, dove il nodo 2 costituisce 1'unico successore 294

si esprimono allo stesso modo sugli atomi di F' e poi quozientare I'insieme di pa]rt'rnza

attraverso tale relazione.
0e
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di 1. Infatti, nel caso in esame non puo corrispondere alcuna valuta-
zione al nodo 1 in quanto sarebbe problematico attribuire un valore
ad A.

Per quanto detto precedentemente, 1’albero in Figura 4| sembre-
rebbe poterci informare sulla deducibilita di ogni formula F'in cui compaiano
A e B come atomi. Per verificare se effettivamente questo e il caso, bisogna
pero capire in che modo utilizzare le valutazioni “compatibili” con quella di
partenza nel processo di adeguamento di quest’ultima.

Prima di proseguire osserviamo che, dato un albero come quello che stia-
mo considerando, ogni nodo individua un sottografo che puo essere ancora
considerato un albero associato al processo di adeguamento di una valuta-
zione tramite valutazioni ad essa compatibili: in questo modo, ad esempio,
con riferimento alla Figura [4] il nodo 2 genera ’albero costituito dai nodi
2,3 e 4 e rappresenta l'insieme delle valutazioni compatibili con quella as-
sociata alla nuova radice che associa ad A il valore 1 — 0 e a B il valore
1/2 —1/2. Sembra dunque ragionevole non solo prestare attenzione alla va-
lutazione associata alla radice, ma sottoporre al processo di adeguamento
anche le valutazioni “intermedie” associate ai vari nodi dell’albero.

Sebbene, per quanto detto in precedenza, sia chiaro capire i valori di ve-
rita attribuiti dalla valutazione di un nodo agli atomi e alle loro negazioni,
non risulta evidente come procedere per formule piu complesse. Si vorrebbe
associare ad ogni nodo, non solo una generica valutazione, ma una adeguata
(sebbene si sia incerti sulla sua esistenza), frutto del processo di adeguamento
che utilizzi i nodi successivi. Qui al lettore e possibile compiere una scelta.
Egli potrebbe essere convinto della validita dell’Ipotesi (che, ripetiamo,
verra dimostrata alla fine della trattazione) gia in questa sede e quindi so-
stenere l'esistenza di una tale valutazione adeguata: il lavoro che faremo nel
seguito sara interpretabile come il tentativo di individuare i valori assunti da
una tale valutazione adeguata eventualmente analizzando i nodi successivi e
partendo, in un senso che sara chiaro nel seguito, dalle valutazioni classiche,
che sono adeguate per la Proprieta[3.5] 1l lettore scettico &, invece, invitato
a sostituire, nel discorso successivo, ogni occorrenza dei termini “valutazione
adeguata” con “funzione adeguata”. Dunque ad ogni nodo verra associata
una funzione adeguata che si esprime sugli atomi come spiegato in preceden-
za nello studio della relazione tra nodo, valutazione associata ed etichette;

23Un tale problema pud essere evitato ponendo dei limiti all’etichettatura dell’albero. 11
modo forse piu elegante per far cio e quello di non ammettere come etichette negazioni di
atomi. Sebbene questo accorgimento sia ottimale, non verra adottato in questo momento
per ragioni di carattere espositivo. Sarebbe facile, infatti, individuare in un tale strata-
gemma tecnico il motivo dietro la successiva , anche se questa ha, in ultima analisi,
un fondamento prettamente logico (basato sul Teorema di Glivenko).
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il lavoro che faremo nel seguito & interpretabile, anche sotto quest’ottica,
come il tentativo di individuare i valori assunti dalla funzione adeguata as-
sociata al nodo k osservando eventualmente anche altre funzioni adeguate
(quelle associate ai nodi successivi) “compatibili” (nel senso della Definizione
per funzioni) e le funzioni adeguate associate alle foglie, che sono in realta
valutazioni adeguate, sempre grazie alla Proprieta [3.5] Il primo approccio
ci sembra la maniera piu chiara e intuitivamente piu efficace per esporre il
contenuto che segue e pertanto adotteremo questo.

Indicheremo la valutazione adeguata associata al nodo k con v;. Data
una formula F'; denoteremo che 9x(F) =1 — 0 con k |- F; in caso contrario
scriveremo k | F'.

Dal fatto che >,F' A G equivale a >, F e >,G segue che:

klFFAGseesolose kI-FFekl-G. (6)

Dalla proprieta della disgiunzione e dal fatto che F'>, F'V G (e analogamente
Gr, 'V G), si ha

kIFFVGseesolose kIFFoklFGP (7)

Siano ora k e j due nodi in un albero di un processo di adeguamento tali che
k < 7 e supponiamo che la valutazione adeguata vy si esprima 1 — 0 su F.
Dovrebbe accadere quindi che anche v;(F') = 1 — 0 in quanto se si ha una
dimostrazione per una determinata formula, la si ha anche se aumentiamo le
ipotesi sulla deducibilita di alcuni atomi. Questo puo essere espresso dicendo
che

se k<jekl-F, allora jIF F. (8)

Trattiamo ora il caso del —. Dalla segue immediatamente che
se k IF = F, allora per ogni nodo j > k si ha j If F. (9)

Notiamo che in realta, negli alberi come quello in Figura {4, 1'implicazione
sottesa alla @ puo essere invertita. Infatti in tali alberi, considerato un
nodo k, ogni valutazione classica compatibile con vy, corrisponde ad una foglia
sopra k. Si hanno a disposizione, pertanto, informazioni sulla deducibilita
classica delle formule in questione e riformulando il Teorema si ha che

kI —=F se e solo se per ogni j >k, j I F; (10)
k IF =—=F se e solo se per ogni j > k, esiste i > k tale che i I- F. (11)

Z4Notiamo che la @ e la seguono anche dalla Tabella v(FAG)=1-0se e solo
sev(F)=v(G@)=1-0ev(FFVG)=1—-0seesolose v(F)=1-00v(G)=1-0. Non
¢ stata fornita una tale dimostrazione perché & basata irrimediabilmente sul fatto che vy
e una valutazione. L’argomentazione sopra data, invece, rimane valida anche senza tale
assunzione.
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Quanto detto finora non dovrebbe risultare nuovo: si tratta semplicemen-
te di una riformulazione, sicuramente piu puntuale, delle idee gia incontrate
nella sezione precedente. Grazie a questi passaggi, pero, e gia possibile in-
travedere il legame tra la semantica delle valutazioni da cui siamo partiti e
quella di Kripke per la logica intuizionistica.

Concludiamo accennando una soluzione parziale alla questione della re-
lazione tra I- e —. Supponendo che 0, (F — G) =1 — 0, per (8), ogni nodo
J successivo a k sara tale che 0;(F — G) = 1 — 0. Quindi se 0;(F) =1 —0,
dovra anche accadere, per la Tabella |7 che 7;(G) = 1 — 0. In termini del
forcing, tale proprieta diventa la seguente:

se kIF F'— G allora per ogni j > k, se j IF F allora j IF G (12)

3.4 Collegamento con la semantica di Kripke

Siamo ora in grado di testare la capacita dell’albero in Figura |4] di cogliere
le formule deducibili o no. Resta in realta da capire ancora del tutto come
sono legate le nozioni di I e —, tuttavia e sufficiente il frammento della
logica intuizionistica privo di tale simbolo per comprendere il limite dei mo-
delli finora esaminati. L’aver considerato, nella Figura |4] tutte le valutazioni
compatibili, sembra garantirci ogni informazione di cui potremmo avere bi-
sogno per adeguare una valutazione. L’esempio che considereremo mostrera,
tuttavia, due formule non equivalenti intuizionisticamente ma indistinguibili
dalla semantica in esame. Consideriamo F := ~AV-Be G := =2(AAB), con
A e B due atomi diversi. Intuizionisticamente non sono equivalenti: infatti,
come mostreremo in seguito, da G non e deducibile F', mentre il viceversa e
dimostrato dalla seguente deduzione

ANDB ANDB
A 4% 7B -5
— L — L
—~AV-B -(AA B) -(AA B) .
-(AA B)

Grazie a @— possiamo stabilire quali nodi forzano F' e quali forzano
G e possiamo fare la stessa verifica anche per —F, -G e per =—F,-—=G. In
tutti e tre i casi non si nota alcuna differenza tra gli insiemi che forzano I'una
o laltra formula.

Per capirne il perché e per risolvere il problema e utile comprendere
la spiegazione seguente del motivo per cui non sussiste una deduzione di
—AV =B da =(A A B). Supponendo di averne una, questa fornisce anche
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la deduzione =(A A —=A) >, "AV =—A ed essendo la premessa deducibile, in
quanto e un’istanza del principio di non contraddizione, sarebbe deducibile
anche AV == A e questa formula non lo e.

Il ragionamento sotteso a questo esempio e lo stesso gia incontrato in
precedenza: possiamo escludere I'esistenza di alcune deduzioni aggiungendo
delle ipotesi di deducibilita relative agli atomi.

Nel caso in esame ¢ facile ad esempio vedere che se A>, =B,
1e A,-B allora la deduzione in questione non puo sussistere, poiché e de-
ducibile =(AAB) mané —A, né - B. Possiamo dunque “adegua-
re” la valutazione di partenza limitandoci ad usare solamente
valutazioni compatibili con questa e con le ipotesi aggiuntive
che vogliamo considerare. Ad esempio, potremmo ricorrere al-
le valutazioni classiche che sanciscono A E. =B, ovvero che si
esprime su A 1—0 e su B 0— 1, ottenendo 'albero in Figura [5|

Se valessero (6)-(10) si avrebbe che 1 I+ =AV-=B ma 0 |f =AV-B; d’altro
canto 1 I AA B e anche 0 I A A B e quindi entrambi i nodi forzerebbero
—-(A AN B).

Considerare soltanto alcune delle valutazioni compatibili con quella di
partenza sembra dunque risolvere il problema della sezione precedente E
naturale pero chiedersi cosa si puo salvare dell’interpretazione degli alberi co-
me sintesi di un processo di adeguamento di una valutazione, se le definizioni
@— rimangono corrette e, infine, rimane capire la relazione che sussiste
tra lF e —.

Iniziamo osservando che non ha piu senso riferirsi solo ad un singolo al-
bero, come ad esempio quello in Figura |4, come 1'unico strumento che ci
permette di arrivare ad una valutazione adeguata. In base a quanto detto
precedentemente, infatti, e ragionevole sostenere che tutti i vari alberi che
nascono dall’aggiungere ipotesi tramite valutazioni compatibili con quella di
partenza, servono ad adeguare quest’ultima. Ne segue che, per testare la
deducibilita di una formula, bisogna osservare tutti gli alberi che possono
essere generati; per concludere la sua non deducibilita basta trovare anche
un solo insieme di ipotesi aggiuntive che entrino in contraddizione con l’esi-
stenza della dimostrazione in questione, ovvero, e sufficiente trovare un solo
controesempio.

Questo motiva perché nella semantica di Kripke un modello € un qualsia-
si albero etichettato secondo le regole previste in apertura della Sezione
Alla radice di un modello (e quindi ad ogni nodo che puo essere considerato la

Oe

Figura 5

25Nel corso della trattazione abbiamo avuto modo di riflettere sulla “simmetria” della
semantica che stavamo considerando e sui problemi connessi. Considerare solo alcune valu-
tazioni classiche costituisce una “rottura della simmetria” nel sistema semantico proposto
e risultera la scelta giusta.
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radice del sottomodello generato, costituito dai nodi ad esso successivi) pos-
siamo, in analogia con quanto fatto in precedenza, associare una valutazione
“giusta”’. Tale termine, tuttavia, non deve essere confuso con “adeguata”
della Definizione Infatti, visto ’esempio che apre la sezione, 'unica cosa
che ha senso richiedere ¢ che la valutazione sia “giusta” relativamente alle
ipotesi aggiuntive fatte ed espresse dalle valutazioni scelte nel creare il mo-
dello; 'adeguatezza della Definizione ha un connotato assoluto e pertanto
non e utilizzabile in questo contesto di parzialita delle valutazioni utilizzate.

Risulta dunque naturale definire la soddisfacibilita in un modello in base
alla valutazione “giusta” associata alla radice. In particolare, indicando,
come nella Sezione[3.3] con k IF F il fatto che la valutazione “giusta” associata
al nodo k valuta F' 1 — 0, un modello soddisfa F' se e solo se la radice forza
F' o, equivalentemente, se tutti i nodi forzano F'.

Sara ovviamente importante anche interrogarsi sul legame che esiste, in
questi nuovi modelli, tra le etichette di un nodo e cosa esso forza a livello
atomico. Precedentemente abbiamo discusso di una tale relazione per gli
alberi come quelli in Figura[dl Sicuramente, anche in questo nuovo contesto,
varra che se il nodo k e etichettato con A, allora k IF A e analogo per —A.
Poiché le valutazioni che si usano, sebbene non siano tutte, sono comunque
compatibili con quella di partenza, se esistono due nodi sopra a k£ uno che
forza A e uno che forza —A, allora la valutazione associata al nodo k deve
esprimersi su A 1/2—1/2. 1l problema si presenta, ad esempio, se in ogni nodo
successivo a k non si forza —A. In tal caso ogni valutazione & sicuramente
compatibile con il giudizio A = 1/2 — 1/2, ma anche con A = 1/2 — 0. Qui
la scelta naturale ricade pero sul considerare la seconda opzione e dunque
nell’estendere quanto detto nella sezione precedente nella relazione tra cosa
etichetta un nodo e cosa forza a livello atomico.

Occupiamoci ora di capire quali delle proprieta @— rimangono sen-
sate sotto questa interpretazione. Le definizioni @, , e Sono
state date basandosi sulle regole deduttive e sul fatto che l'esistenza di una
dimostrazione non ¢ minacciata da un incremento delle informazioni sulla de-
duciblita di alcuni atomi o loro negazioni. Restano quindi valide anche sotto
la modifica che abbiamo compiuto permettendo di “scegliere” quali ipotesi
aggiungere.

Per quanto riguarda le proprieta del —, sebbene il motivo dietro @ non
perda valore, quello che sottosta a ¢ basato sul considerare tutte le
valutazioni classiche compatibili con quella di partenza e non solo alcune.
Si nota tuttavia, gia con l'esempio in Figura 5| la bonta della definizione
in questione: utilizzando questa, infatti, si riesce a creare un modello che
soddisfa =(A A B) ma non soddisfa =A V =B, ovvero un controesempio alla
relazione di conseguenza semantica della seconda dalla prima.
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Osserviamo, d’altro canto, che il rischio di utilizzare la definizione
piuttosto di un’altra e che un modello soddisfi piu formule. Precedentemente,
tuttavia, abbiamo giustificato il perché la nozione centrale di una tale seman-
tica deve essere quella di validita e non quella di soddisfacibilita e, quindi,
non sembra un problema rilevante. L’implicazione che stiamo mettendo in
discussione interviene sulla validita di —F" solo nel caso in cui nessun nodo,
in nessun modello, forza F. In tale circostanza, ogni valutazione classica
riconosce falsa F', dunque >,.—F e infine >,—F". Cio elimina ogni problema
legato all’accettare la definizione e legittima la sua adozione.

Concludiamo trattando il caso dell’— e per comodita indichiamo con
(%) la condizione “per ogni j > k, se j I F, allora j IF G”. Elenchiamo
una serie di motivi che riteniamo validi nel giustificare un’inversione della
Proprieta (12) e quindi la definizione di Kripke di k IF FF — G:

e se I’ coincide con G, (%) € un’istanza del principio di identita. Il fatto
che un modello soddisfi tale principio risiede nell’adozione dello stesso
a livello metateorico;

e se (G ¢ refutabile, nessun nodo la puo forzare e (%) diventa la condizione
“per ogni j > k,j I} F'; essendo deducibile =G, F' — G ¢ equivalente a
—F in base alla Deduzione [9] e alla Deduzione [10] e si recupera dunque

la definizione ;

e una semantica che risulti adeguata per la logica intuizionistica (ma in
generale per una qualsiasi logica per cui valga il Teorema di Deduzione),
deve soddisfare per formule F' e G arbitrarie le seguenti condizioni:

>, F"— G se e solo se FF — G
Fr,Gseesolose I'F(G.

In particolare deve accadere che F' — G ¢ valida se e solo se G e
conseguenza semantica di F. Discutiamo la possibilita di avere una
condizione, che indichiamo con (), alternativa a (%) per la definizione
di kIF I — G. In particolare quindi, per :

k- F — G se e solo se (); (13)
se (1), allora (x). (14)

La validita in ogni modello di F' — G implica F' F G: sia infatti K un
modello con radice k che soddisfa F'. Per 'ipotesi sulla validita fatta,

26sserviamo che un’eventuale scelta relativamente alle regole sulle etichette di cui ave-
vamo parlato nella Nota & coerente con la definizione di k IF —F', almeno nel caso in
cui F sia atomica, visto che le etichette riguardano gli atomi.
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soddisfa anche F' — G, ovvero k I F' — G e vale dunque la condizione
(%x). In particolare vale che se k I F', allora k IF G, da cui K F G.

Affinché l'introduzione della condizione di () sia sensata da un punto
di vista semantico e () non sia equivalente a (x), deve esistere un
modello K con radice k per cui vale (x) ma non vale (). Tale fatto
risulta problematico: nel caso in cui F' F G, poiché K non gode della
proprieta (1), esso non soddisfa F' — G e quindi questa formula non
risulta valida.

Un tale problema non sussiste se sostituiamo (1) con (*). In questo caso
infatti la validita di /' — G e la relazione di conseguenza semantica
F F G si equivalgono.

Osserviamo che nella trattazione fatta abbiamo solo considerato alberi
finiti ed infatti, per il Teorema[2.7/non ¢ limitativo restringersi a questa classe
di modelli per la logica proposizionale intuizionistica. Il discorso sopra fornito
potrebbe essere visto come una giustificazione euristica di tale teorema. D’ora
in poi, se non diversamente specificato, faremo riferimento anche a modelli
infiniti.

Siamo ora giunti allo scopo che ci eravamo prefissati, ritrovando proprio
la semantica proposta da Kripke, sebbene seguendo un percorso molto diver-
so da quello adottato dall’autore. In questo processo, uno dei ruoli chiave
¢ stato assunto dal concetto di “valutazione adeguata”. Vorremmo, adesso,
chiarire i dubbi dietro tale nozione, convalidando maggiormente il ragiona-
mento seguito finora e cogliendo 1’occasione anche per riconfermare il legame
profondo tra i modelli di Kripke e le valutazioni introdotte all’inizio della
trattazione. I risultati che mostriamo, quindi, dovrebbero essere analizzati
in questo duplice aspetto.

Definizione 3.5. Sia K = (K, <,IF) un modello di Kripke. La funzione
associata a K € una funzione fi che per ogni formula F' e tale che:

o fi(F)=1—0seesolose KLF F;

o fic(F)=0—1seesolose KLFE-F,

o fi(F)=1/2—0seesolose CF -—FeKHFF,

o fic(F)=1/2—1/2 se e solo se K non soddisfa né F', né —=F, né =—F.

Osserviamo che tali richieste definiscono effettivamente una funzione, vi-
sto che accade una ed esattamente una delle condizioni che riguardano la
soddisfacibilita delle formule in questione da parte del modello .
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Teorema 3.7. Sia K = (K, <,IF) un modello di Kripke e fi la funzione
associata. Essa e una valutazione, che nel sequito chiameremo v. Per ogni
formula F per cui {AY : 1 € N} >, F, si ha che v(F) =1—0.

Dimostrazione. Dimostriamo inizialmente che fi € una valutazione. Sia kg
la radice di I e F una formula. Nel seguito sara comodo aver osservato
che fic(F) = 1/2 — 1/2 ¢ equivalente a dire che esistono due nodi k; e ks
distinti dalla radice che forzano rispettivamente F' e =F'. La loro esistenza e
garantita dal fatto che ky non forza né —F, né =—F’; viceversa, la presenza di
ky vieta che la radice forzi —F e la presenza di ko, invece che la radice forzi
F o ——F.
Trattiamo il caso della negazione:

e se fi(F)=1-0, allora K F F, dunque K F =—=F e quindi fix(—F) =
0—1e fi(—F)=1-0;

e se fic(F) =0—1, allora K F —=F, dunque fi(=F)=1-0¢ fx(—-—F) =
0 — 1, perché soddisfare ~—~—F" equivale a soddisfare =F [*");

e se f(F) = 1/2 -0, allora K E ==F, dunque fix(-F) = 0—1¢e
(=) =10,

e se fi(F) = 1/2 —1/2, allora K non soddisfa né F', né —=F, né -—F.
Abbiamo gia osservato che soddisfare =——G e equivalente a soddisfare
—G per una qualsiasi formula generica G, quindi fi(—=F) = fi(-—F) =
1/2 —1/2.

Consideriamo ora due formule F' e G e analizziamo alcuni dei casi che si
possono presentare. Questi esempi saranno sufficienti al lettore per conclu-
dere la dimostrazione nei frangenti che rimangono:

o fk(F)=1-0:

— fx(G) = 1-0: laradice kg forza F' e G e dunque kg I FAG, da cui
fic(FANG) =1-0; la radice forza F' e quindi anche F'V G, da cui

fic(FVG) = 1-0; la radice forza G e dunque ogni nodo successivo
a ko forza G, da cui ko IF F — G, cioe fx(F — G) =1 —0;

— fx(G) = 1/2 — 0, dunque per (11), per ogni nodo k > ko , esiste
k' > k tale che k' IF G. La radice non forza GG e quindi non forza
F A G. Tuttavia, K" I F' A G, dunque ko IF =—=(F A G), da cui

27Si puo dimostrare sia analizzando i vari nodi che non forzano G, oppure attraverso il
Corollario notando che ~——F >, ~F (Deduzione Appendice e ovviamente anche
—|F [>p —\—\—|F
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fic(FAG) =1/2—0. Laradice forza F' dunque forza anche F'V G,
per cui fi(FV G) =1—0. La radice forza F' ma non forza G
e dunque non puo forzare ' — G. Tuttavia, k' IF G e quindi
Kl F — G, dacu kg lF—=—=(F — G)e fx(F—G)=1/2-0.

— fx(G) =1/2 —1/2, dunque esiste un nodo k; che forza G e uno
ko che forza —G. ki IF F' A GG, mentre nessun nodo sopra ks puo
forzare F'AG visto che dovrebbe forzare G, dunque kq IF =(FAG).
Pertanto fic(FAG) =1/2—1/2. Come abbiamo gia visto, fic(F'V
G) =1 — 0, poiché kg I F. Per quanto riguarda I'implicazione,
osserviamo che k; - F' — G, mentre ky IF =(F — G) e dunque
fe(F = G)=1/2—1/2.

— fx(G) = 0 — 1: nessun nodo puo forzare F' A G visto che nessun
nodo forza G, dunque ko IF =(F' AG) e fic(FANG) =0 —1; per
discorsi analoghi a quelli sopra visti, fic(F'V G) = 1 — 0; nessun
nodo puo forzare F — G in quanto tutti forzano F' ma nessuno
forza G e pertanto kg I- =(F — G), da cui fc(F — G) =0—1.

e fi(F) = 1/2 —1/2. Siano dunque k; e kg due nodi che forzano
rispettivamente F' e —F"

— fr(G) =1—0: i casi della congiunzione e della disgiunzione sono
analoghi al caso in cui f(F) =1—-0¢ fi(G) =1/2—-1/2; la
condizione che implica ky IF FF — G ¢ banalmente soddisfatta,
dunque fx(F— G)=1-0;

— fx(G) = 1/2 — 0: ogni nodo ha dunque un successore che forza
G e in particolare siano k' e k” tali nodi relativamente a kq e k.
Allora k' IF FAG e ks IF =(FAG), dunque fic(FAG) =1/2—1/2.
La radice non forza né F', né GG, dunque non forza F'VG. Tuttavia
siccome ogni nodo ha un successore che forza GG, ne ha quindi uno
che forza F'V G, per cui fic(FVG)=1/2—0. Per I'implicazione,
notiamo che ogni nodo ha un successore che forza GG e dunque che
forza ' — G. Pertanto ko IF =—=(F — G). Ne segue che fi(F —
G) € {1/2—-0,1—0}. In realta possono accadere entrambi i casi,
a seconda di come sono disposti ki, ke, k' e k" come mostrato in
figura (F' e G in questo grafo e in quelli a seguire vanno considerate
atomiche) :
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Gk Gek"

kl F, G ]fg _‘F, G
F kl —|F k‘g v
ko

ko

— fx(G) =1/2 —1/2. La radice non puo forzare F' A G e neanche
—=(FAG), visto che ks IF =(F AG), dato che ogni nodo successivo
a ko non forza F' e dunque neanche F' A G. Pertanto fi(FAG) €
{1/2—1/2,0—1} ed entrambe le situazioni possono accadere come
mostrato di seguito:

ky F\G% ~F,~G ky F\ﬁc:% ~F,G
ko kO

Per la disgiunzione osserviamo che la radice non forza né F', né GG e
quindi neanche F'VG. Inoltre k; I+ F' e dunque forza anche F'V G,
vietando che kg IF =(FVG). Dunque fi(FVG) € {1/2—1/2,1/2—
0} ed entrambi i casi si possono verificare, come mostrato dai grafi
precedenti. Per l'implicazione possiamo scartare unicamente il
caso fi(F — G) = 0—1, visto che kq IF =F e dunque ky IF F' — G.
Tutti gli altri sono possibili: i grafi sopra mostrano che si verificano
dei casi in cul fx(F — G) =1—-00 fe(F - G) =1/2—-1/2,
mentre quello seguente costituisce un esempio per fi(F — G) =
1/2 —0.

G
ki o F ko @ ~F, -G

ko

— fx(G) = 0 — 1: nessun nodo puo forzare F' A G poiché non puo
forzare G, dunque fi(F'AG) = 0—1. Per la disgiunzione notiamo
che k; IF F, dunque k; IF F'V G, mentre ky IF =(F V G). Pertanto
fi(FVG) =1/2—1/2. Per I'implicazione osserviamo che k; IF
—(F — @), mentre ky - F' — G, dunque anche in questo caso
fe(F=G)=1/2—1)2.

L’ultima parte & una conseguenza immediata del Teorema Infatti,
denotando fx con v, se sussiste la deduzione dell’ipotesi, allora {AY : i €
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N} E F. Per la Definizione 3.5 per ogni i € N, K & modello di AY, e dunque
K E F, ovvero v(F)=1-0. O

Corollario 3.8. L’ipotesi|3.4] ¢ valida.

Dimostrazione. Supponiamo che >, F" e fissiamo una scelta di valori atomici.
E facile convincersi che esiste un modello K per cui fi, ristretta agli atomi,
coincide con tale scelta. Per quanto dimostrato dal Teorema [3.7] esiste dun-

que una valutazione (fi) che condivide i giudizi atomici di partenza e che
soddisfa F'. O

In realta non si puo mostrare che, in generale, fi € una valutazione ade-
guata e questo, in base all’euristica che abbiamo presentato, risiede nel fatto
che scegliamo di prendere in considerazione soltanto alcune ipotesi dedut-
tive e non tutte e dunque adeguiamo la valutazione di partenza con dei
bias. Mostriamo un esempio: nel caso A e B siano due atomi distin-
ti, A — B non ¢ deducibile senza alcuna assunzione di deducibilita su A
o su B, mentre il modello K in figura valuta tale formula 1 — 0, sebbene
fic(A) = fic(B) = 1/2 —1/2. Notiamo che le valutazioni classiche usate san-
ciscono AF. B e B FE. A, in accordo col discorso precedentemente condotto

a pag. [62
0

Ora ci rimane da dimostrare ’esistenza di una valutazioni adeguata, scelti
arbitrariamente i valori di verita per gli atomi. Risultera comoda la seguente
definizione.

Definizione 3.6. Sias: {4, :i € N} - {1-0,1/2—-0,1/2—1/2,0—1} una
scelta di valori di verita per gli atomi del linguaggio. Consideriamo I'insieme
o dei modelli di Kripke K che soddisfano I' = {4} : i € N}, dove usiamo la
notazione della Definizione [3.2l Definiamo la funzione associata ad s, come
una funzione ¢ che per ogni formula F"

o ¢(F)=1-—0 se e solo se ogni modello in %" soddisfa F};

e ¢(F)=0—1se e solo se ogni modello in J# soddisfa —F;

28Come avevamo gia notato, non essendo presenti tutte le valutazioni compatibili con
quella di partenza, fare in modo che valessero e 'analoga legge per I'implica, significava
ammettere che dei modelli soddisfacessero piu formule rispetto a quelle volute identificando
la radice con una valutazione adeguata.
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e ¢(F)=1/2—0 se e solo se ogni modello in %" soddisfa =—F, ma non
tutti soddisfano F’;

e ¢(F)=1/2—1/2 se e solo se esiste un modello in %" che non soddisfa
F', uno che non soddisfa —F' e uno che non soddisfa —=—F'.

Anche in questo caso, come nella Definizione ¢ e effettivamente una
funzione visto che accade una e una sola condizione di quelle presentate
riguardo la soddisfacibilita delle formule in questione e i modelli di . 1l
dominio e I'insieme delle formule del linguaggio e il codominio I'insieme dei

valori di verita V ={1-0,1/2—-0,1/2 —-1/2,0 — 1}.

Teorema 3.9. Usando le notazione della Definizione[3.6, si ha che ¢ é una
valutazione adequata che ristretta agli atomi coincide con la scelta di valori
di verita di partenza.

Dimostrazione. La dimostrazione che percorriamo per provare che ¢ € una
valutazione si basa su alcune caratteristiche della relazione di conseguen-
za semantica la cui verifica e abbastanza semplice ed e lasciata al lettore.
Trattiamo a mo’ di esempio solo due casi che riteniamo significativi

e G F I NG, infatti ogni modello che soddisfa F' e G soddisfa anche
F NG per la @;

o ——F, -G E —-—(F AG). Sia infatti  un modello che soddisfa =—F e
—=G e sia k un suo nodo. Allora per (11), poiché k |- == F, per ogni
k' > k esiste k" > K’ tale che k" I+ F'; visto che pero k" IF =—G, esiste
anche un nodo £” > k” tale che ¥ IF G. In particolare, £ I ' A G.
Abbiamo quindi mostrato che ogni nodo successivo a k ha a sua volta
un successore che forza F' A G. Dunque k IF =—=(F A G), da cui K F
-—(F AG).

Nel seguito analizzeremo alcuni casi di interesse. Notiamo subito che 'a-
ver garantito che ¢ ¢ una funzione legittima un ragionamento per esclusione.
Ad esempio, se proviamo che ¢(F) non puo assumere il valore 1 — 0, allora
assume necessariamente uno tra 1/2 —1/2,1/2 —0 ¢ 0 — 1. In particolare
potremmo dimostrare che ¢(F) = 1/2 — 1/2 senza esibire i vari modelli che
non soddisfano F, —F e =—F, ma semplicemente provando che ¢(F') non pud
assumere altri valori.

Consideriamo dapprima il caso della negazione. Sia F' una formula:

29LLe relazioni di conseguenza semantica che verranno utilizzate in seguito possono essere
dimostrate anche attraverso la nozione di deducibilita: per il Corollario[2.6/G1, . .., Gnbp F
se e solo se G1,...,G, E F.
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se ¢(F) = 1—0, allora ogni modello in K soddisfa F' e dunque soddisfa
——F. Pertanto, ¢(—F)=0—1¢ ¢(—-—F)=1-0;

se ¢(F) = 0 — 1, allora ogni modello soddisfa =F e dunque ¢(—F) =
1—0e¢(——F)=0—1;

se ¢(F') = 1/2—0, allora ogni modello soddisfa =—F', dunque ¢(—~—F) =
1 — 0 e pertanto, p(—F) =0 — 1,

se ¢(F) =1/2—1/2, allora esistono K1, ICy e K3 tali che non soddisfano
rispettivamente F,—F e ——F. Poiché, in generale, soddisfare =——=G
equivale a soddisfare =G, ¢(—F) = ¢(——F) =1/2 —1/2.

Analizziamo ora il caso della congiunzione:

F.GE FANG. Se ¢(F) = ¢(G) = 1 — 0, allora ogni modello di
soddisfa tali formule e varra ¢(F A G) =1 —0;

-F F =(F AG), dunque se ¢(F) = 0 — 1, allora ¢(F AG) =0 — 1.
Analogamente nel caso ¢(G) =0 — 1;

—-=F, =G F ==(F A G), dunque se ¢(F) e ¢(G) assumono 1 — 0 o
1/2 — 0, anche ¢(F A G) deve essere uno di questi valori. Notiamo,
inoltre, che F A G F F, quindi se ¢(F) # 1 -0, ¢(FANG) # 1 —0.
Analogamente se ¢(G) # 1 — 0.

se p(F)=1/2—0e ¢(G) =1/2—1/2, allora ¢(F A G) non puo essere
1—-001/2—-0, visto che =—(F A G) F ==G. Non potrebbe neanche
accadere che ¢(FAG) = 0—1, visto che =(F AG), =—F E =G. Dunque
in tal caso ¢(F A G) =1/2 —1/2. Analogamente se ¢(F) =1/2 —1/2
e p(G) =1/2-0;

il ragionamento sopra puo essere applicato anche nel caso in cui ¢(F') =
1-0e¢(G)=1/2—1/2 (oppure ¢(F) =1/2—1/2 e ¢(G) =1 —0),
visto che F' E ——F

sia ¢(F) = ¢(G) =1/2—1/2. Visto che FAGE F, o(FANG) #1—-0,
dato che esiste un modello che non soddisfa F; visto che =—=(F A G) F
—=F, ¢(F ANG) # 1/2—0, dato che esiste un modello che non soddisfa
——F. Dunque si conclude che ¢(F AG) € {1/2 —1/2,0—1}.

Cosi si conclude la discussione relativa alla congiunzione. Con discorsi ana-
loghi, che omettiamo, si analizza la disgiunzione.
Vediamo il caso dell'implicazione:
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e GFF — @, dunque se ¢(G) =1 -0, si ha ¢(F — G) =1 — 0;
e " FFEF — G, dunque se ¢(F)=0—1,siha ¢(F — G)=1-0;

e -G F -—(F — @), dunque se ¢(G) = 1/2 — 0, allora ¢(F — G) €
{1-0,1/2—-0}. Se ¢(F) = 1—0, allora consideriamo un modello K &
# che non soddisfa G e, in quanto soddisfa F', non potra soddisfare
F — G, dunque ¢(F — G) = 1/2—0; negli altri casi (¢(F) =1/2—00
¢(F) =1/2—1/2) non si possono ottenere risultati migliori di ¢(F —
G)e{1/2-0,1-0}.

e —F,-GE —(F = @), quindise ¢(F) =1—-00¢(F)=1/2—-0¢e
#»(G)=0—1,siha ¢(F - G)=0—1;

e sep(F)=1-00¢(F)=1/2—0e ¢(G) =1/2—1/2 allora ¢(F — G) =
1/2 — 1/2. Infatti =—F,=—(F — G) F =G esclude che ¢(F — G)
assuma 1/2—001—0; =(F — G) E =G vieta che ¢(F' — G) =0—1;

e sc p(F)=1/2—-1/2 ¢ ¢(G) =0—1, allora ¢(F — G) ¢ diverso sia da
1—0, che da 1/2 — 0, poiché ——(F — G),~G F —F. Consideriamo un
modello K1, con radice kg, che non soddisfa =—F'. Esiste quindi k > kg
tale che per ogni k' > k k' I F, ovvero k Ik =F. Allora kIF FF — G e
dunque Iy ¥ =(F — G) e ¢(F — G) # 0 — 1. Si deve concludere che

¢(F) =1/2-1/2;

e se ¢(F) =1/2—-1/2e ¢(G) =1/2—1/2, allora ¢(F — G) € {1/2 —
1/2,1/2 — 0,1 — 0}, in quanto il caso in cui ad una tale formula e
associato il valore 0 — 1 ¢ escluso da =(F — G) E —G.

Proseguiamo mostrando 1’asserzione relativa ai valori di verita degli ato-
mi, ovvero provando che s coincide con ¢ se quest’ultima e ristretta all’in-
sieme {A; : i € N}. Indicheremo, nel caso in cui i € N e s(4;) = 1/2 — 0,
con /C; un modello di % tale che non soddisfa A; (esso soddisfera comunque
——4;). Analizziamo la situazione nel dettaglio:

e se s(A;) = 1—0, ogni modello di # soddisfa A; e dunque ¢(A4;) = 1-0.
Viceversa se ¢(A4;) = 1 — 0, ogni modello soddisfa A; e A potrebbe
essere A; o =—A;. 1l secondo caso ¢ escluso dall’esistenza di modelli
come K; e, dunque, s(4;) =1 — 0;

e s(A;) =0—1 se e solo se ogni modello di # soddisfa = A; se e solo se

¢(Ai) =0—-1
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e se s(A4;) = 1/2 — 0, allora ogni modello di J# soddisfa =—A;. Poiché
esistono modelli in £ come K;, si ha ¢(A4;) = 1/2 — 0. Viceversa se
®(A;) = 1/2 =0, allora ogni modello di J# soddisfa =—A;, ma K; non
soddisfa A;, dunque A} = —-—A4;, da cui s(A4;) =1/2 —0.

e se s(A;) =1/2—1/2 allora Af ¢ soddisfatto da ogni modello e dunque in
J ci saranno modelli che non soddisfano A;, altri che non soddisfano
—A; ed altri ancora che non soddisfano =—A;. Dunque ¢(4;) = 1/2 —
1/2. Viceversa, se ¢(A4;) = 1/2 — 1/2, Af deve necessariamente essere
T e dunque s(A4;) =1/2 —1/2.

Occupiamoci ora della parte rimanente della dimostrazione, ovvero dimo-
striamo che ¢ e adeguata. Sia I' I'insieme della Definizione . Se I'>, F' per
una qualche formula F', per il Teorema I' E F. Per definizione di ¢,
ogni modello in #" soddisfa ogni formula in I' e dunque soddisfera anche F,
pertanto ¢(F) = 1 — 0. Viceversa, supponiamo che ¢(F) = 1 — 0 e quindi
ogni modello in £ soddisfa F. Se consideriamo un generico modello I di
I', questo, sempre per come e definito %", appartiene a % e dunque K F F.
Vista la genericita di IC, per il Teorema , I'>, . Da questa equivalenza
tra ¢(F) =1—0eI'>, F e dal fatto che ¢ ¢ una valutazione (basterebbe che
¢ soddisfi la Tabella @, segue che ¢ ¢ adeguata. O]

Concludiamo ribadendo che la validita del Teorema e quindi dell’l-
potesi [3.4] permette di stabilire un teorema di correttezza per la semantica
iniziale, da cui si e partiti, basata sui 4 valori di verita V = {1 —0,1/2 —
0,1/2 —1/2,0 — 1} e sulle tavole di verita presenti nelle Tabelle [6] e [7] Ci
chiediamo ora se valga una qualche forma di completezza per tale semantica.

Supponiamo che F' non sia deducibile. Allora, per 'adeguatezza della
semantica di Kripke, esiste un modello K tale che K ¥ F'. A K & associata
una scelta di valori a livello atomico e, dunque, per il Teorema si ha
una valutazione adeguata ¢ che condivide tali giudizi. Inoltre, usando le
notazioni della Definizione [3.6] in £~ & presente il modello K di cui sopra e,
pertanto, ¢(F') # 1 — 0. Cio mostra dunque il seguente fatto.

Corollario 3.10. Se F' non é deducibile, c¢’¢ una scelta di valori a livello
atomico ed una valutazione adeguata che condivide tali giudizi che non sod-
disfa F'. Di consequenza, se tutte le valutazioni adeguate soddisfano F', ' ¢

deducibile.

Questo enunciato puo essere utile per mostrare alcuni risultati di deduci-
bilita: infatti, se tutte le valutazioni soddisfano F', allora tale formula e dedu-
cibile. Notiamo, tuttavia, che le tautologie, in questo senso forte del termine,
non sono molte e, quindi, tale corollario rischia di essere poco applicabile.

73



I risultato pud essere migliorato ricorrendo al Teorema 3.6}, grazie al qua-
le possiamo facilmente escludere alcune valutazioni che non sono adeguate.
Quindi, possiamo concludere che se una formula F' e soddisfatta da ogni va-
lutazione v che soddisfa =—G, con G deducibile classicamente (e, percio, si
esprime 0 — 1 su =G, con G refutabile classicamente), allora F' ¢ deducibile
intuizionisticamente.

Questo miglioramento, basato essenzialmente sul Teorema di Glivenko e
sull’utilizzo delle valutazioni classiche, permette, ad esempio, di dimostrare
la deducibilita intuizionistica delle istanze del principio di non contraddizione
a livello atomico (Cfr. Tabella9).

Una formulazione della completezza, che potrebbe risultare piu utile, ¢ la
seguente.

Ipotesi 3.11. Se ¥, F, allora esiste una scelta di valori di verita per gli
atomi per cui ogni valutazione v che condivide tali giudizi non soddisfa F'.

Sfortunatamente, una tale ipotesi non e valida e si puo fornire come con-
troesempio la legge di pre-linearita F' := (A — B) V (B — A), con A, B
formule atomiche. Denotiamo con s la funzione, dagli atomi del linguaggio
all’insieme di valori di verita V| che definisce i giudizi atomici. Mostriamo i
vari casi, notando che la simmetria della formula in questione ci permette di
semplificare la trattazione.

e se s(A) = 1—0 [s(B) = 1 — 0], allora, indipendentemente da s(B)
[s(A)],v(B— A)=1-0[v(A— B)=1-0] e quindi v(F) =1-0,
per ogni valutazione v che estende la scelta s;

e se s(A) = 0—1 [s(B) = 0— 1], allora, indipendentemente da s(B)
[s(A)], v(A—-B)=1-0[v(B— A)=1-0] equindi v(F)=1-0,

per ogni valutazione v che estende la scelta s;

e se s(A) = s(B) = 1/2 — 1/2, allora esiste una valutazione v per cui
v(A — B) =1-0 e dunque v(F) =1—-0;

e se s(A) = s(B) = 1/2 — 0, allora esiste una valutazione v per cui

v(A — B) =1-0 e dunque v(F) =1-0;

e se s(A) =1/2—-1/2es(B) =1/2—-0[s(A) =1/2—-0¢e s(B) =
1/2 — 1/2], allora esiste una valutazione v per cui v(A — B) =1 -0
[v(B— A)=1-0] e dunque v(F)=1-0.

In realta, il problema non e relativo solo alla semantica di cui sopra ab-
biamo discusso. Si puo mostrare un risultato generale che ¢ valido per ogni
semantica del tipo in questione.
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Supponiamo di avere, infatti, un generico insieme finito V' di valori di
verita, di avere un elemento v € V (che denotera il vero) e di avere una
funzione che a g; e gj, due elementi in V', e ad un operatore proposizionale
o, associano un sottoinsieme di V, che denotiamo con Vg’ (o). Definiamo
una valutazione come una funzione dall’insieme delle formule a V', tale che
v(T) = v e per ogni formula F,G e per ogni operatore proposizionale o,
v(Fo@G) € Vv”((FG))(o). Chiamiamo S la semantica delle valutazioni basata
sulle definizioni sopra: una valutazione soddisfa F' se v(F') = v. Vale, allora,
il seguente teorema.

Teorema 3.12. Per la semantica S non possono valere contemporaneamente

le Ipotesi el3.11]

Dimostrazione. Preliminarmente osserviamo che:

a) v € VE(—), dove g & un generico elemento di V. Infatti, poiché per ogni
formula F' e deducibile ' — F, per I’ Ipotesi esiste, indipendente-
mente dalla scelta dei valori a livello atomici, una valutazione v che si
esprime v sulla formula in questione. In particolare considerando il caso
in cui I’ ¢ atomica e il valore assegnatole e g, dal ragionamento sopra
segue la tesi;

b) v € VY(A). La tesi segue semplicemente dal notare che TAT & deducibile
e dalla validita dell’Ipotesi [3.4]

c) ve VE(V) [v e VY(V)] dove g ¢ un qualsiasi elemento di V. Infatti,
poiché per ogni formula F' ¢ deducibile T V F' [F'V T], per 1" Ipotesi
esiste, indipendentemente dalla scelta dei valori a livello atomici, una
valutazione v che si esprime v sulla formula in questione. In particolare,
considerando il caso in cui F' e atomica e il valore assegnatole ¢ g, dal
ragionamento sopra segue la tesi.

Sia ora |V| = n e consideriamo la formula F,,; della dimostrazione del
Teorema [3.2] Fissata una scelta di valori di verita a livello atomico s, esiste
una valutazione v che la estende per cui v(F, 1) = v. Infatti, per il principio
dei cassetti, almeno due degli atomi che compaiono in F},;; assumono lo
stesso valore: supponiamo che questi siano A; e A;, con ¢ < j. Per a), esiste
una valutazione v’ che estende s tale che v'(4; — A;) = v'(4; — A;) =,
per b), una v” che estende s per cui v”(A; = A;) = v e, infine, per ¢), una v
che estende s tale che v(F,.1) = v.

Poiché ¢, F,;1, dalla validita dell’Ipotesi segue la contraddizione e
dunque la tesi. O
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A Deduzioni utilizzate
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